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ATA O INFINITO E MÁIS ACÁ  

libro que ten vostede nas súas mans, ou que esta a ler nunha 
pantalla, é un soño feito realidade en diferentes tempos e lugares. 
A autora soñouno primeiro na súa Hungría natal. Rózsa Péter é 
unha matemática comprometida con esta disciplina e fixo 
achegas moi salientables tamén á informática polas sucesións 

recorrentes presentes na súa tese. Ademais de iniciar camiños na investigación e 
rozalos para as mulleres, foi das que sementaron vocacións en mozas e mozos en 
idades temperás e tenderon pontes con colegas doutras disciplinas. Preocupáballe 
conectar, por iso o título do libro non foi inmediato; ela quería que emitise na 
frecuencia da divulgación, como indica Peter Lax no seu prefacio. 

O infinito imaxinámolo lonxe, e darlle voltas a este oito deitado é un xogo 
intelectual que emite matemáticas. O título decidiuno despois dun proceso parti-
cipativo que abre a porta de xogar coas matemáticas, sabendo que para as persoas 
que nos dedicamos a esta disciplina xogar é pensar para construír teorías e méto-
dos e achar solucións.  

Este foi o seu soño feito realidade, quixo achegar as matemáticas sen 
edulcoralas, facelas próximas, transmitindo as emocións que as moven e traelas 
ao máis acá. Por todo isto permítome, seguindo á mestra, xogar co título neste 
prefacio galego. O valor do próximo tamén é recoñecer desde Galicia o talento e 
as achegas da mestra.  

O soño galego concretouse grazas ao compromiso, o talento e o gran labor do 
profesor Felipe Gago do Departamento de Matemáticas da Facultade de Mate-
máticas da USC, como relatarei a continuación. 

O 
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Este soño, como moitas teorías científicas, nace da formulación dunha pre-
gunta. Foi feita pola xornalista ourensá Elisa Álvarez, que interpela a Peter Lax 
no Hostal dos Reis Católicos na ponte de Santos en 2008. O ilustre matemático 
húngaro, gañador do Premio Abel en 2005, en intervencións que fixo aos medios 
con motivo da súa visita no marco do programa ConCiencia, salientou que as 
persoas que nos dedicamos ás matemáticas tivemos unha mestra ou un mestre 
que nos inspirou. Elisa fíxolle a pregunta reflexiva: «E a vostede quen o inspirou?». 
A resposta é o primeiro chanzo do soño que o Consello da Cultura Galega mate-
rializa con esta obra. Peter Lax respondeu: «Unha muller e un libro. Rózsa Péter, 
quen escribiu o mellor libro de divulgación das matemáticas».  

Eu estaba preto deles, xa que quedara con el para falarlle da investigación que 
estabamos a facer no grupo do profesor Alfredo Bermúdez nun dos campos en 
que o convidado do programa ConCiencia é un referente, e no que tamén 
puidemos traer máis acá as matemáticas ao desenvolver métodos numéricos que 
permitiron calcular as correntes nas rías galegas, o que deu lugar ao código IBER, 
e máis recentemente facer achegas no código GANESO coa empresa Reganosa, 
nun tema de gran relevancia actual como é a condución do gas.  

Merquei o libro en inglés ao ler a resposta no xornal ao día seguinte e 
pareceume que a obra debería estar en galego, ao non estar daquela traducida 
tampouco ao castelán. O soño foi repousado e sempre pensei no profesor Felipe 
Gago para materializalo. Polo seu compromiso, como a mestra Péter, coa 
divulgación e o fomento de vocacións, por exemplo ao liderar a Olimpíada 
Matemática Galega. O galego impregna tamén esta obra coa nosa xeografía no 
enunciado de certos problemas. 

O contido do libro é exposto pola autora ao reproducir dous prefacios en 
diferentes edicións e tamén é descrito polo seu ilustre alumno o profesor Peter 
Lax, quen, cando foi partícipe da iniciativa, escribiu as primeiras páxinas deste 
libro ao facerlle un prefacio específico para honrar a súa mestra. Lax estendeu o 
seu compromiso coa USC ao participar no programa ConCiencia no ano 2008 
e despois ao aceptar ser o padriño de honra do cincuenta aniversario dos estudos 
da licenciatura en Matemáticas na USC e abrir o libro de honra do centro. 
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Dentro das accións do cincuenta aniversario da Facultade de Matemáticas, e 
en colaboración coa Unidade Muller e Ciencia da Xunta de Galicia, organi-
záronse xornadas sobre mulleres matemáticas nas que participou Susana Mataix, 
autora de Matemática es nombre de mujer, quen nos mandou esta introdución: 

Jugando con el infinito de Rózsa Péter supone un merecido reconocimiento no solo 
de una sino de todas aquellas mujeres que en tiempos pasados se sintieron fascinadas por 
las matemáticas; mujeres como la francesa Sophie Germain, la rusa Sofia Kovalevskaia, 
la alemana Emmy Noether o nuestra María Josefa Wonenburger, quienes, desafiando 
prejuicios y derribando barreras, dedicaron sus esfuerzos a estudiar y a dejar patente sus 
dotes, su inteligencia y su capacidad científica, allanando el camino para que las 
siguientes generaciones fuesen admitidas en un coto intelectual reservado a los hombres. 

Rózsa Péter (1905-1977), destacada matemática húngara y especialista en lógica, 
consigue en este libro transmitir de una forma verdaderamente original la belleza y el 
sentido de las matemáticas. A pesar de que el texto data de 1939, es un libro que no ha 
envejecido y constituye una prueba innegable de la categoría intelectual y didáctica de su 
autora, que se esmera en prescindir de formalismos técnicos y de la arrogancia del 
especialista para, con una metodología casi pictórica, introducir a sus amigos artistas y 
humanistas en su apasionante mundo profesional. Inicia cada área diseccionando un 
cuadro matemático —es decir, un problema— y señala sus peculiaridades, analiza sus 
dificultades, comenta acerca de su nacimiento y aquellos que se ocuparon de él y, poco a 
poco, reúne las características que lo engloban en una de las ramas de las matemáticas, 
ya sea el análisis, el álgebra, la topología o la lógica, justificando el contenido y la razón 
de ser de cada una y definiendo, con claridad y precisión, conceptos básicos y esenciales, u 
otros tan complejos como los desafíos que el infinito ha introducido en la construcción de 
los fundamentos de las matemáticas. 

Agardamos que este símbolo, que Florencio Delgado Gurriarán emprega no 
título da súa obra Galicia infinda, nos traia á nosa terra o sabor das matemáticas 
que tan ben sementou a autora e que agromen moitas vocacións e querenzas 
matemáticas na Galicia que viu o seu rostro grazas aos xogos matemáticos que 
Domingo Fontán gañou coas súas precisas contas despois de recorrela e sacarlle 
as medidas. 
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Desde a Sección de Ciencia, Tecnoloxía, Natureza e Sociedade do Consello 
da Cultura Galega apostamos por esta obra pola implicación coas nosas liñas de 
actuación e agardamos a súa difusión.  

Agradecemos as achegas de todas as persoas que sumaron para rematar esta 
obra desde o comezo de todos os soños: as mediacións do profesor Elías Torres, 
os autores dos prefacios, o labor do equipo de edición do Consello da Cultura 
Galega e de xeito moi salientable o do profesor Felipe Gago. Agora é a súa 
quenda para xogar co infinito! 

María Elena Vázquez Cendón 
Coordinadora da Sección de Ciencia, Tecnoloxía, Natureza e Sociedade 
Consello da Cultura Galega 
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PREFACIO Á EDICIÓN EN GALEGO 

Rózsa Péter (1905-1977) was, like 
many of her contemporary Hungarian 
mathematicians, inspired to enter 
mathematics by the lectures of Leopold 
Fejér. She chose mathematical logic as 
her speciality; her doctoral dissertation 
appeared in five publications in the 
period 1934-36. She had written the 
first monograph ever on recursive 
functions. 
 In spite of her impressive research 
record, she could not obtain a Univer-
sity appointment, due to flagrant an-
tisemitism in Hungary during the 
thirties and forties. She taught mathe-
matics in the Jewish gymna'zium for 
Women and tutored privately. It was 
my great good fortune to be one of her 
students, from age 13 to 15; she intro-
duced me to many topics of mathemat-
ical research. We mostly studied chap-
ters from the marvellous book by 
Rademacher and Toeplitz, Von Zah-
len und Figuren. But I also learned 
at an early age Cantor's theory of 

Rózsa Péter (1905-1977), como 
moitos dos matemáticos húngaros 
contemporáneos seus, foi inspirada 
para estudar Matemáticas polas con-
ferencias de Leopold Fejér. Elixiu a 
lóxica matemática como especiali-
dade; a súa tese de doutoramento 
apareceu en cinco artigos no período 
1934-1936. Escribiu a primeira mo-
nografía sobre funcións recursivas. 

Malia o seu impresionante histo-
rial de investigación, non puido ob-
ter unha praza na universidade, de-
bido a un flagrante antisemitismo en 
Hungría durante os anos trinta e 
corenta. Ensinou matemáticas no 
gymna'zium xudeu para mulleres e 
deu clases particulares. Eu tiven a 
inmensa fortuna de ser un dos seus 
estudantes, dos 13 aos 15 anos; in-
troduciume en moitos temas de in-
vestigación matemática. Estudamos 
sobre todo capítulos do marabilloso 
libro de Hans Rademacher e Otto 
Toeplitz Von Zahlen und Figuren. 
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infinite sets and Gödel's incomplete-
ness theorem.  

After the World War II she was ap-
pointed professor at the Teacher 
Training College in Budapest, and in 
1955 she moved to the Eotvoes Loránd 
University as full professor. She 
received numerous honours and prizes 
in her lifetime, including membership 
in the Hungarian Academy of Sciences; 
she was the first woman mathema-
tician so honoured. 

Her marvellous book before us, the 
best exposition of mathematics to lay-
men, was the work of many years. She 
had long cast about for the right title; 
when she hit upon a possible choice, 
she would call her closest non–mathe-
matical friend and ask him “Would 
you buy a book with such-and-such a 
title?”. 

The answer was inevitably “no”, 
until she hit upon the present title, 
“Playing with Infinity”. 

Santiago de Compostela, 2008 
Peter Lax 

Pero tamén aprendín desde unha 
idade temperá a teoría de Cantor 
sobre conxuntos infinitos e o teo-
rema de incompletitude de Gödel. 

Tras a Segunda Guerra Mundial 
foi nomeada profesora na Facultade 
de Formación do Profesorado de 
Budapest, e en 1955 pasou á Uni-
versidade Eötvös Loránd como cate-
drática. Recibiu numerosas distin-
cións e premios na súa vida, incluído 
o ingreso na Academia de Ciencias 
de Hungría, co que se converteu na 
primeira muller matemática en re-
cibir tal honra. 

Este seu marabilloso libro que 
temos diante de nós, a mellor expo-
sición das matemáticas para profa-
nos, foi o traballo de moitos anos. 
Botou moito tempo en busca do tí-
tulo correcto; cando daba cunha po-
sible elección, chamaba ao seu me-
llor amigo non matemático e pre-
guntáballe: «Mercarías un libro con 
tal título?». 

A resposta era inevitablemente 
«non», ata que deu co título actual, 
Xogando co infinito.
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PREFACIO Á PRIMEIRA EDICIÓN 

Escribín este libro para persoas con inquedanzas intelectuais que non son mate-
máticas. Foi escrito para a xente de literatura, de arte e de humanidades. Recibín 
das artes que agora me gustaría presentarlles, pola miña parte, as matemáticas e 
facerlles ver que as matemáticas e as artes non son tan diferentes entre si. Encán-
tanme as matemáticas non só polas súas aplicacións técnicas, senón sobre todo 
porque son fermosas, porque o ser humano imbuíunas do seu espírito lúdico e 
porque elas, pola súa vez, lle permiten enfrontarse ao xogo máis refinado e esi-
xente, comprender o infinito. As matemáticas poden achegar ao mundo moitas 
cousas valiosas, en termos de ideas, de infinito; porén son humanas, profunda-
mente humanas! Máis aló da monótona táboa de multiplicar, levan no seu 
interior o selo da creatividade humana. 

O carácter divulgador do libro non quere dicir que os temas se aborden super-
ficialmente. Procurei presentar os conceptos con toda claridade e pulcritude tra-
tando sempre de achegar algunha luz nova sobre eles, mesmo para profesionais 
e, sen dúbida, para o profesorado. Fóra quedou a sistematización, que con tanta 
facilidade se pode volver aburrida; noutras palabras, omitín os aspectos técnicos. 
(O propósito do libro non é ensinar ningún tipo de técnica matemática). Quen 
o lea con interese, terá unha foto da totalidade das matemáticas. No comezo non 
pretendía que o libro fose tan completo; o material expandiuse conforme ía 
escribindo e o número de temas que se podían omitir diminuíu rapidamente. 
Naquelas partes que traían coados antigos recordos de aburrimento, sentinme 
como se lle estivese a quitar o po a un vello moble para devolverlle o seu brillo. 

Poida que alguén atope o estilo un tanto inxenuo ás veces, pero non me 
importa. Un punto de vista inxenuo en relación con feitos simples sempre evoca 
a emoción dun novo descubrimento. 
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Contarei na introdución como se xestou o libro. O escritor do que falo alí é 
Marcell Benedek. Empecei escribíndolle a el sobre a diferenciación e foi idea súa 
que a partir daquelas cartas podería xurdir un libro. 

Non cito ningunha fonte. Aprendín moito doutras persoas, pero hoxe xa non 
podería dicir con certeza de onde veu cada unha das partes. Non tiña un libro 
diante mentres escribía. Aquí e alí viñéronme á mente, con forza irresistible, 
semellanzas cuxas orixes ás veces puiden recordar; por exemplo, o fermoso libro 
de Rademacher e Toeplitz1 ou a excelente introdución á análise de Manó Beke2. 
Unha vez formado un método na miña cabeza, realmente non o podía escribir 
doutro xeito só para ser máis orixinal. Neste sentido, refírome principalmente ás 
ideas que obtiven de László Kalmár. Era contemporáneo meu e foi o meu 
profesor de Matemáticas. Todo o que escribín está inseparablemente ligado aos 
seus pensamentos. Debo mencionar, en particular, que o «exemplo do chocolate», 
coa axuda do cal falei das series infinitas, se debe a el, así como toda a idea da 
construción das táboas de logaritmos. 

Teño que referirme ás miñas pequenas colaboradoras na aula polos seus 
nomes de pía; seguramente que elas se recoñecerán. 

Aquí teño que mencionar a miña alumna Kató, que acaba de rematar o 
bacharelato e que contribuíu ao libro cando estaba a ser escrito. Estoulle 
agradecida por ensinarme a ver o material cos ollos dunha alumna avantaxada. 

A axuda máis importante que recibín foi de persoas que non teñen intereses 
matemáticos. O meu querido amigo Bela Lay, produtor teatral, que sempre crera 
que non tiña sentido matemático, seguiu todos os capítulos a medida que se ían 
escribindo; só daba por rematado un capítulo cando el estaba satisfeito co 
resultado. Sen el, posiblemente o libro nunca se escribiría. 

Pál Csillag examinou o manuscrito desde o punto de vista dun matemático; 
László Kalmár tamén atopou tempo no último minuto para unha rápida ollada. 
Agradézolles a seguridade que me deron de que todo no libro está correcto. 

Budapest, outono de 1943 
 
1 Nota do tradutor: Hans Rademacher e Otto Toeplitz (1933): Von Zahlen und Figuren, Berlin-Heidelberg, 
Springer-Verlag. (Traducido ao inglés como The Enjoyment of Mathematics, Princeton, 1966, e  ao castelán 
como Números y figuras: matemáticas para todos, Madrid, Alianza Editorial, 1970). 
2 Nota do tradutor: Emanuel Beke: Bevezetés a differenciál- és integrálszámításba, Budapest, 1908. (Traducido 
ao inglés como “Introduction”, Differential and Integral Calculus, New York, Dover, 1990). 
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PREFACIO Á NOVA EDICIÓN 

Dezasete anos —cargados de eventos— pasaron desde 1943. Durante este tempo 
o meu amigo e matemático Pál Csillag e a miña alumna Kató (Kató Fuchs) 
caeron, vítimas dos fascistas. O pai da miña alumna Anne, condenado por aquel 
entón a dezasete anos de cadea polo seu compromiso co movemento obreiro, 
quedou en liberdade. O libro, que estaba listo para ser publicado, non puido 
aparecer durante a ocupación alemá, pois moitas das copias preparadas foron 
destruídas por unha bomba; as copias que sobreviviron puideron ser finalmente 
presentadas na Festa do Libro en 1945. 

Calquera que se achegue a lelo debe ter presente que o libro reflicte o meu 
pensamento tal e como era en 1943; practicamente non cambiei nada nel. Só 
alterei substancialmente o final. Desde aquela, László Kalmár e mais eu de-
mostramos que a existencia de problemas absolutamente indecidibles séguese do 
teorema de Gödel sobre problemas relativamente indecidibles, pero, por suposto, 
baixo ningunha circunstancia pode unha consecuencia ser máis importante que 
o teorema do que se deduce. 

Budapest, 1960 
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INTRODUCIÓN 

Venme á memoria unha vella conversa. Un dos nosos escritores, un querido 
amigo meu, queixábase do sentimento de insatisfacción que lle producía a súa 
ignorancia en matemáticas. Sentía esta falta cando traballaba no seu, cando 
escribía. Porque, por exemplo, o sistema de coordenadas que aínda recordaba da 
súa matemática escolar servíralle de inspiración para crear imaxes e comparacións 
literarias. Estaba convencido de que as matemáticas contiñan para el moitos ele-
mentos aproveitables dos que se vía obrigado a privarse, pero pensaba que o seu 
era un caso perdido. 

Había que facer algo. Pola miña banda, sempre tiven unha relación moi 
emocional coas matemáticas, e seguramente esta era unha fonte común da que 
escritores e artistas podían beber. Sendo aínda unha escolar, durante unha lectura 
colectiva dunha das obras de Shaw, sorprendeume a escena en que o heroe lle 
pregunta á heroína o segredo do seu éxito coas persoas máis difíciles de tratar. A 
heroína pensou un momento e respondeu: «Se cadra é porque me manteño 
sempre a unha certa distancia da xente». Neste momento, o compañeiro que 
estaba lendo exclamou: «Isto é xusto o problema que tratamos hoxe na clase de 
matemáticas!»  

A cuestión fora a seguinte: desde un punto externo, é posible achegarse a un 
conxunto de puntos de tal xeito que nos acheguemos a cada un deles simul-
taneamente? A resposta é si, sempre que o punto externo estea lonxe abondo de 
todo o conxunto. 
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Este escritor afirmaba que as matemáticas para el eran simplemente 

inaccesibles; por exemplo, dicíame que nunca chegaría a entender a noción de 
derivada. Eu negábame a crelo e tratei de mostrarlle as etapas necesarias para a 
introdución deste concepto da forma máis elemental e simple posible. O 
resultado foi sorprendente; o matemático non pode imaxinar ata que punto a 
máis simple das fórmulas presenta dificultades para o profano. De igual xeito 
que o mestre non pode entender como é posible que un neno deletree c-a-n vinte 
veces e aínda así non vexa que se trata de can; que vai ser, senón can!  

Esta experiencia fíxome recapacitar. Sempre crera que unha das razóns da 
ignorancia do gran público en temas matemáticos era simplemente a falta de bos 
libros de divulgación, digamos, sobre o cálculo diferencial. De feito, o interese 
do público é innegable e este merca todo o que se edita neste campo. Por desgraza, 
ningunha das obras publicadas ata entón fora escrita por matemáticos de verdade, 
é dicir, por especialistas que saben exactamente ata onde se pode chegar na 
simplificación sen falsificar o significado do que se expón; non se trata de recubrir 
de azucre unha pílula amarga, senón de clarificar os problemas para facer 
evidente a solución e compartir coa audiencia a alegría do seu propio 
descubrimento.  

Poida que a característica distintiva do matemático sexa aceptar a dificultade. 
«Non hai un camiño real cara ás matemáticas», díxolle Euclides a un soberano 
interesado; porque mesmo para os reis, o camiño é duro. Non se poden ler as 
matemáticas de modo superficial; a inevitable abstracción esixe de cadaquén un 
esforzo doloroso, e non lle gustan as matemáticas a quen non goza con este 
esforzo. Nin o mellor libro de divulgación será accesible para quen non se 
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involucre ata un certo nivel de profundidade, para quen non se comprometa a 
examinar minuciosamente os detalles intrínsecos das fórmulas ata velas claras. 

Pero non me dirixo a estas persoas. Eu vou escribir matemáticas sen fórmulas 
para intentar chegar ás fontes afectivas que son comúns a escritores e 
matemáticos. Non sei se o conseguirei, porque, evitando as fórmulas, renuncio 
a unha ferramenta esencial das matemáticas. O escritor, como o matemático, 
entende que a forma está ligada ao fondo. Vai e explica a beleza dun soneto sen 
dicir nin palabra da súa forma! Con todo, quero probar se, aínda así, se pode 
salvar algo do espírito das verdadeiras matemáticas. 

Non podo prometer facelo todo fácil; non poderás saltar nin un capítulo, 
deixalo para ler máis adiante ou pasalo por riba. As matemáticas só se poden 
construír pedra a pedra; ningún paso é superfluo, ningunha palabra innecesaria, 
xa que cada parte está construída sobre a anterior, aínda que non resulte tan 
obvio neste libro como noutros máis sistemáticos. Debes levar a cabo as poucas 
instrucións que che darei, mirar atentamente as figuras, tratar de facer os debuxos 
ou os cálculos simples cando cho pida. A cambio, prométoche que non te vas 
aburrir. 

Non usarei nada das matemáticas habituais da escola. Empezo co cálculo 
elemental e chegarei ata a rama máis moderna das matemáticas: a lóxica 
matemática. 
 
  



RÓZSA PÉTER 

24 

 
  



 

25 

 

Parte I 
A APRENDIZ DE MEIGA 

 





 

27 

1. XOGANDO COS DEDOS 

Comecemos polo principio. Non teño a menor intención de escribir unha 
historia das matemáticas; só o podería facer a partir de testemuños escritos, pero 
que enorme distancia separa a orixe das matemáticas dos primeiros textos escritos! 
Temos que imaxinar o ser humano primitivo no seu hábitat salvaxe, cando 
empeza a contar. Nesta representación, axudaranos pensar nese pequeno ser 
humano primitivo, chamado a converterse ante os nosos ollos nun ser civilizado; 
un bebé que, familiarizándose co seu propio corpo e co mundo, xoga cos seus 
dediños. É posible que as palabras «un», «dous», «tres», «catro» e «cinco» sexan 
simples abreviaturas para a cantiga de berce: «este foi á praza», «este mercou un 
polo», «este pelouno», «este guisouno» e «o gordiño papouno». 

E non é broma: escoiteille a un médico que hai persoas que se ven afectadas 
por lesións cerebrais que non lles permiten distinguir un dedo doutro e que con 
iso perden irremediablemente a capacidade de contar. Esta relación inconsciente 
non desaparece, nin sequera nas persoas con formación. Inclínome a crer que 
unha das orixes das matemáticas é a natureza lúdica do ser humano e, por iso, as 
matemáticas non son só unha ciencia, senón que teñen tamén polo menos outro 
tanto de arte. 

Imaxino que, no comezo, contar era unha actividade utilitaria. Quizais o ser 
humano primitivo quería coñecer as súas propiedades contando cantas peles tiña. 
Pero tamén é concibible que contar tivese algo de rito máxico, xa que, ata hoxe, 
as persoas con algún tipo de trastorno obsesivo-compulsivo empregan as contas 
coma unha sorte de receita máxica por medio da cal controlan certos pensa-
mentos prohibidos; por exemplo, teñen que contar ata vinte antes de pensar 
noutra cousa. Como queira que for, tanto se se trata de peles de animais ou de 
intervalos de tempo sucesivos, contar sempre significa ir un máis aló do que 
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temos: podemos mesmo ir máis aló dos dez dedos, e así xurdiu a primeira 
marabillosa creación matemática do ser humano, a sucesión infinita dos números,  

1, 2, 3, 4, 5, 6…	

a sucesión dos números naturais. É infinita, porque despois de calquera número, 
por grande que sexa, sempre podemos contar un máis. Esta creación requiriu 
unha alta capacidade de abstracción, dado que estes números son meras sombras 
da realidade: 3 non significa 3 dedos, 3 mazás ou 3 latexos do corazón etc., senón 
o que é común a todos estes, algo que se abstraeu de todos eles, o seu número. 
Os números moi grandes nin sequera saíron da realidade, xa que ninguén viu 
mil millóns de mazás, ninguén contou nunca mil millóns de batidos de corazón; 
imaxinamos estes números por analoxía cos números pequenos que teñen unha 
base na realidade: coa imaxinación poderiamos seguir e seguir sen parar, contar 
máis aló de calquera número ata agora coñecido. 

O ser humano non se cansa de contar. Aínda que só sexa, o desfrute da 
repetición engancha e anima a seguir. Os poetas son ben conscientes diso; volver 
unha e outra vez ao mesmo ritmo, á mesma consonancia. É algo vivo; os nenos 
tampouco se aburren do xogo; o adulto anquilosado pronto se vai fartar de tirar 
a pelota, mentres que o neno seguiría a botala unha e outra vez. 

Chegamos a 4? Contemos un máis, despois un máis, despois un máis! Onde 
chegamos? A 7, o mesmo número que teriamos se contásemos 3 máis de golpe. 
Descubrimos a suma  

4 + 1 + 1 + 1	 = 	4 + 3	 = 	7.	

Sigamos xogando: a 3 ímoslle sumar outros 3, despois outros 3, despois outros 
3! Aquí sumamos tres catro veces, o que podemos dicir brevemente como: catro 
por tres son doce, ou, en símbolos: 

3 + 3 + 3 + 3	 = 	4 × 3	 = 	12,	

e isto é a multiplicación. 
É difícil resistirse á tentación de seguir. Podemos xogar coa multiplicación de 

igual xeito: multipliquemos 4 por 4 e de novo por 4, entón obteremos 

4 × 4 × 4	 = 	64.	
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Este multiplicar repetidas veces chámase elevar a unha potencia ou, tamén, 
exponenciar. Dicimos que 4 é a base e indicamos mediante o expoñente, un 
número pequeno escrito na parte superior dereita da base, a cantidade de veces 
que debemos multiplicar 4; é dicir, a notación é esta: 

4! = 4 × 4 × 4 = 64 

Como se ve facilmente, seguimos obtendo números, cada vez máis grandes: 
4 × 3 é superior a 4 + 3 e 43 é moito máis ca 4 × 3. Esta repetición lúdica 
enseguida nos mete no dominio dos números grandes, máis aínda se reiteramos 
a exponenciación. Por exemplo, 4 elevado á cuarta potencia de catro: 

4" = 4 × 4 × 4 × 4 = 64 × 4 = 256, 

e temos que elevar 4 a esta potencia: 

4"! = 4#$% = 4 × 4 × 4 ×⋯	

Non teño paciencia para escribir os 256 catros, e non falemos de facer a 
multiplicación. O resultado sería un número inimaxinable de grande, polo que 
lle botaremos sentidiño e, por máis divertido que sexa reiterar unha e outra vez, 
non incluiremos a reiteración de potencias entre as nosas operacións elementais. 

Poida que a verdade sexa que o espírito humano está disposto a xogar a 
calquera xogo que caia nas súas mans, pero destes xogos matemáticos só se 
converten en funcións permanentes aqueles que o sentido común decide que son 
útiles. 

A suma, a multiplicación e a exponenciación resultaron ser moi útiles para acti-
vidades correntes e así obtiveron dereitos civís permanentes en matemáticas. De-
terminaremos todas as propiedades que facilitan os cálculos; por exemplo, é un 
grande aforro que 7 × 28 poida ser calculado non só engadindo 7 veces 28, senón 
tamén dividíndoo en dous procesos de multiplicación: 7 veces 20 e 7 veces 8 
pódense calcular facilmente e despois determínase a cantidade 140 + 56. Ademais, 
á hora de sumar longas columnas de números, é útil saber que ningún cambio 
na orde das sumas vai estragar o resultado, por exemplo, 8 + 7 + 2 pódese realizar 
como 8 + 2 = 10 e a 10 é moi fácil sumarlle 7; deste xeito, evitei con astucia a 
incómoda suma 8 + 7. Só temos que considerar que a suma significa realmente 
contar tanto como os números que sumar, e entón queda claro que cambiar a 
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orde non altera o resultado. Convencerse diso mesmo para a multiplicación é un 
pouco máis difícil, xa que 4 × 3 significa 3 + 3 + 3 + 3 e 3 × 4 significa 4 + 4 + 4, 
e non é obvio que 

3 + 3 + 3 + 3 = 4 + 4 + 4,	

aínda que un debuxiño pode aclaralo decontado. 
Debuxemos catro veces tres puntos nesta posición: .  .  ., un debaixo do outro: 

∙ ∙ ∙
∙ ∙ ∙
∙ ∙ ∙
∙ ∙ ∙

 

Calquera pode ver que isto é o mesmo que debuxarmos tres veces catro puntos 
nesta outra posición: 

∙
∙
∙
∙
	

Deste xeito 4 × 3 = 3 × 4. Por iso, en matemáticas temos un nome común para 
o multiplicador e o multiplicando: os factores. 

Vexamos unha das regras para as potencias: 

4 × 4 × 43445446× 4 × 4356 = 4$	

Se cansamos de tanto multiplicar, podemos facer un alto; o produto dos tres 
primeiros 4 é 43, e aínda queda 42, polo que 

4! × 4# = 4$.	

O expoñente do resultado é 5, que é 3 + 2; así podemos multiplicar as dúas 
potencias de 4 sumando os seus expoñentes. De feito, isto sempre é así. Por 
exemplo: 

5 × 5 × 5 × 5344454446 × 5 × 5356× 5 × 5 × 53445446 = 5&,	

e aquí, de novo, 9 = 4 + 2 + 3. 
Botémoslle unha ollada ao camiño andado: contar levounos ás catro regras. 

Poderíase obxectar, de onde sae a resta? E a división? Pero estas son meras 
inversións das operacións que vimos ata agora (como o son a extracción de raíces 
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e os logaritmos). Porque, por exemplo, dividir 20 entre 5, !"
#

, significa coñecer o 
resultado dunha multiplicación, é dicir, 20, e buscar o número que se se 
multiplica por 5 dá como resultado 20. Desta volta, conseguimos atopar ese 
número, dado que 5 × 4 = 20. Pero non sempre é doado atopar tales números; 
de feito, nin sequera é seguro que haxa un. Por exemplo, 23 non é múltiplo de 
5: non é posible encher 23 sumando 5 sen deixar un resto, xa que 4 × 5 = 20 é 
demasiado pequeno e 5 × 5 = 25  é superior a 23; estamos obrigados a con-
tentarnos co máis pequeno e dicir que 5 cabe 4 veces en 23, pero quedan 3. As 
operacións deste tipo seguramente causan máis dores de cabeza que as repeticións 
lúdicas; as operacións inversas son normalmente operacións amargas. Por esta 
razón son obxectivos favoritos da investigación matemática, posto que nas ma-
temáticas, non o esquezas, gozan coas dificultades. 

Volverei máis adiante sobre as operacións inversas. 
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2. OS «CADROS DE FEBRE» DAS OPERACIÓNS 

Vimos que a iteración das operacións nos meteu máis e máis no campo dos 
números grandes. Paga a pena detérmonos a pensar a que alturas chegamos. 

Por exemplo, temos que elevar a unha potencia cando queremos calcular o 
volume dun cubo. Eliximos un cubo pequeno como unidade e a pregunta é: 
cantos destes cubos pequenos caberían nun cubo máis grande? Por exemplo, un 
centímetro cúbico é unha unidade, é dicir, un cubo pequeno cunha lonxitude, 
un largo e unha altura de 1 centímetro: 

	

Poñemos catro destes cubos pequenos, un ao lado do outro, e conseguimos 
unha fila así: 

	

Agora, se colocamos catro filas semellantes, unha a carón da outra, faremos 
unha capa coma esta: 

	

Neste caso hai 4 × 4 = 4# = 16 cubos. Finalmente, se colocamos catro capas 
semellantes, unha enriba da outra, faremos un cubo grande, como o da seguinte 
figura, que está composto por 4 × 4 × 4 = 4! = 64 cubos pequenos. 

1 cm1 cm

1 
cm
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Facendo ao revés, se comezamos por un cubo grande cuxa lonxitude, largura 
e altura son 4 centímetros, este estará composto por 64 cubos pequenos; en xeral, 
obtemos o volume dun cubo elevando un lado á potencia 3. Por iso se di elevar 
ao cubo para elevar á terceira potencia3. 

Unha consecuencia deste elevar ao cubo é que un cubo cun lado relativamente 
pequeno terá un volume enorme. Por exemplo, 1000 metros non é unha gran 
distancia; calquera a pode visualizar se pensa, por exemplo, que é a distancia da 
Porta do Camiño á praza de Galicia, en Santiago de Compostela. Pero se 
construímos un cubo no que en cada un dos seus lados estivese a rúa da Virxe da 
Cerca, entón o seu volume sería tan grande que se podería acomodar nel toda a 
raza humana. Se alguén non o cre, pode facer os seguintes cálculos: non hai 
persoas máis altas de 2,5 metros, polo que cada 2,5 metros hai que facer un piso, 
e teriamos un edificio de 400 pisos de altura. Se subdividimos estes pisos 
lonxitudinalmente e ao través en tiras de 1 metro de ancho, 

	
 
3 Xa sei que o profesor vai dicir: «Debería ter dito que teño o volume se elevo a 3 a lonxitude do lado». Pero 
non te quero aburrir con tales sutilezas. Hai unha pregunta máis importante que ter en conta: é posible 
expresar os lados de calquera cubo en centímetros? Volverei sobre isto máis tarde. 

1 m
1 m

1 m

1 m . . .

. . 
.
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entón, en cada tira teremos feito 1000 cadrados e haberá 1000 tiras, é dicir, 
haberá 1000 × 1000 = 1	000	000 cadros en cada andar. O longo e mais o largo de 
cada cadrado son tamén de 1 metro, e certamente podemos colocar a catro 
persoas en cada un destes cadrados. Supoñendo que cada dúas persoas poden ter 
un fillo pequeno, estamos a falar de que en cada piso podemos encaixar a 
1	000	000 por 6, é dicir, 6 millóns de persoas nun piso. Nos 400 pisos haberá 
400 por 6 millóns de persoas, é dicir, 

2	400	000	000,	

e certamente, daquela, alá polo 1943, non había tantos habitantes no mundo. 
Para calcular o volume dun cubo só entra a potencia 3; un expoñente máis 

grande sóbenos moito máis rápido aínda polos números grandes. Isto debeu ser 
unha gran sorpresa para aquel rei hindú a quen, segundo a lenda, o inventor do 
xogo de xadrez lle pediu modestamente só uns cantos grans de trigo como recom-
pensa; pediulle que colocasen, no seu taboleiro de xadrez de 64 cadrados, un gran 
no primeiro cadrado; o dobre no segundo cadrado, é dicir, 2; o dobre disto no 
terceiro cadrado, é dicir, 2 × 2 = 2# = 4 etc. 

	

De entrada esta petición parece modesta, pero, segundo van pasando cadrados, 
atopamos potencias de 2 máis e máis altas, ata que finalmente estamos ante  

1 + 2 + 2# + 2! + 2" + ×××+ 2%!	

grans de trigo (por favor, imaxina todas as potencias que hai entre eles tamén; 
non teño paciencia para escribir os 64 termos), e, se alguén se molesta en 
calculalo, comprobará que lle vai custar tanto trigo como para poder cubrir a 
superficie da Terra cunha capa de 1 centímetro. 
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Despois de todo isto, non é unha sorpresa que a iteración de potencias nos 
leve a tan enormes alturas. Só vou mencionar un feito máis que pode resultar 
interesante: pódese estimar que 9!'é un número tan grande que, só para escribilo, 
necesitariamos 1800 quilómetros de papel (escribindo con números de medio 
centímetro) e toda unha vida non sería abondo para calculalo á man con exac-
titude. 

Ao reler o que levo escrito ata agora, chamoume a atención que usei 
expresións como «sóbenos» por entre os números, cando a sucesión dos números 

1,	2,	3,	4,	5…	

é unha sucesión horizontal; falando con propiedade, só debería dicir que vou á 
dereita ou, como moito, que avanzo cara aos números grandes. A elección desta 
expresión particular debeu estar influenciada polo ambiente: facerse máis e máis 
grande quere dicir medrar, e medrar xera en nós a sensación de superar barreiras 
e alcanzar novas cotas. O matemático representa este sentimento de forma con-
creta: adoita acompañar os seus pensamentos con debuxos, e o debuxo para un 
crecemento moi rápido é unha liña que sobe abruptamente. 

Os doentes están familiarizados con tales debuxos; saben que abonda unha 
ollada aos cadros de febre para coñeceren o progreso da súa enfermidade. Supo-
ñamos que as seguintes foron as temperaturas, tomadas a intervalos regulares: 

38° 38,5° 39° 39° 38° 38,5° 37° 36,5°	

Representarémolas do seguinte xeito: primeiro debuxamos unha liña horizon-
tal e nela marcamos os intervalos de tempo, a igual distancia cada un do anterior: 

	

Despois eliximos unha certa distancia que vai contar como un grao e en cada 
marca de tempo debuxamos cara a arriba 4  un múltiplo desta distancia que 
corresponde á temperatura do doente nese momento. 

Pero non hai necesidade de debuxar liñas tan longas, xa que a temperatura 
nunca cae por baixo de 36°, e así podemos acordar que a altura da nosa liña 
 
4 En realidade, «cara a arriba» ten un sentido figurado, pois nun papel estendido sobre unha mesa só se 
poden debuxar liñas horizontais. Aínda así, sentimos que unha liña en tal dirección apunta cara a arriba. 

1 2 3 4 5 6 7 8
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horizontal corresponde a 36°. Deberemos debuxar por riba desta liña, unha tras 
outra, as cantidades 

2;	2,5;	3;	3;	2;	2,5;	1;	0,5	

graos. Deste xeito obtemos a seguinte imaxe 

	

e, se unimos os puntos finais das liñas que debuxamos, obteremos o cadro de 
febre seguinte: 

	

As liñas ascendentes indican o aumento da temperatura e a liña a nivel mostra 
un período estacionario da enfermidade. O ascenso no inicio era constante, isto 
móstrase polo feito de que as dúas primeiras unións están igualmente inclinadas 
e forman unha liña recta; fóra dunha leve recaída na sexta vez que se tomou a 
temperatura, o doente mellorou rapidamente: a caída da liña que une os puntos 
6 e 7 é moi empinada e máis acentuada que calquera outra. 

Non hai ningunha razón para que non poidamos trazar os «cadros de febre» 
das nosas operacións aritméticas. 

Os números mesmos normalmente son representados dun xeito semellante 
ao longo dunha liña: nesta liña seleccionamos un punto de partida arbitrario que 
chamamos cero e desde este punto medimos distancias iguais, unha tras outra, é 
dicir, contamos en termos desa distancia: 

	

1 2 3 4 5 6 7 8 36°

10 2 3 4 5 6 …
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Calquera que saiba contar pode levar a cabo as operacións mecanicamente 
nesa liña: por exemplo, se estivésemos considerando a operación 2 + 3 , só 
precisariamos dar 3 pasos á dereita do 2, e poderiamos ler o resultado como 5. 
Se estivésemos considerando 5 − 3, debemos dar 3 pasos á esquerda do 5, e así 
sucesivamente. 

Dun xeito similar é como se usa o ábaco, movendo boliñas arriba e abaixo 
nos seus arames. 

Pero deixemos a horizontal e vaiamos cara a arriba. Comecemos cun número 
determinado, digamos 3, e vexamos como medra se lle sumamos 1, logo 2, 3, e 
así sucesivamente; se o multiplicamos por 1, logo por 2, despois por 3, e 
finalmente se o elevamos á primeira, segunda e terceira potencias («elevar» a unha 
potencia: nesta expresión tamén está a idea de tirar cara a arriba). 

Comecemos coa suma. Un dos termos é sempre 3, o outro termo variable 
representarase na liña horizontal e a suma correspondente apuntará cara a arriba: 

3	+	1	=	4	
3	+	2	=	5	
3	+	3	=	6	
3	+	4	=	7	

Así que, se representamos 1 unidade horizontalmente por medio dunha 
distancia como esta:  e verticalmente por medio dunha distancia como 
esta: , o «cadro de febre» para a suma será o seguinte: 

	
Aquí cada liña de unión cae nunha mesma liña recta. A suma medra de xeito 

constante ao aumentar un dos seus termos. 
No caso da multiplicación temos: 

3	 × 	1	 = 	3	
3	 × 	2	 = 	6	
3	 × 	3	 = 	9	
	3	 × 	4	 = 	12	

4 5 6 7

21 43
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Pódese ver que o produto tamén medra de forma constante se aumentamos 
un dos seus factores, pero moito máis rapidamente que a suma: a recta que se 
forma aquí é moito máis empinada. 

	

Finalmente, se elevamos a potencias temos: 

3( 	= 	3		
3# 	= 	3	 × 	3	 = 	9		
3# 	= 	3	 × 	3	 × 	3	 = 	27		

	

E é evidente que as potencias xa non medran de forma constante, senón cada 
vez máis rápido. A altura desta páxina non daría para representar 34. 

De aí sae o dito de que un certo efecto «aumenta exponencialmente». 

3
6

9
12

21 43

3

9

21 3

27
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Do mesmo xeito podemos construír as gráficas para as operacións inversas; 
por exemplo, para a resta teriamos: 

3	 − 	1	 = 	2	
3	 − 	2	 = 	1	
3	 − 	3	 = 	0	

	

que dá unha liña recta que cae; así que a resta diminúe de forma constante se 
aumentamos o termo que se subtrae. 

A división é unha operación un tanto delicada; volveremos ao seu gráfico algo 
máis adiante. 

Só vou facer unha observación máis: o que estivemos a facer aquí é o que os 
matemáticos chaman representación gráfica de funcións. A suma depende da 
elección que fagamos do valor para o termo variable; expresamos isto dicindo 
que a suma é unha función do seu sumando variable e representamos o crece-
mento desta función. Do mesmo xeito o produto é unha función do seu factor 
variable, a potencia éo do seu expoñente e así sucesivamente. Xa nas primeiras 
operacións nos atopamos cara a cara con funcións, e no que segue examinaremos 
as relacións funcionais. O concepto de función é a espiña dorsal de toda a es-
trutura das matemáticas.

2 1 0

21 3
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3. O PARCELAMENTO DA SUCESIÓN INFINITA DOS NÚMEROS  

Que lonxe estamos xa dos nosos xogos cos dedos do comezo! Se xa practicamente 
esquecemos que temos 10 dedos é só porque non te quería cansar con moitos 
cálculos. Se non, xa tería salientado que, por grande que sexa o número que 
escribamos, só usamos 10 símbolos diferentes, a saber: 

0,	1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	9	

Pero, sendo, como son, infinitos, como é posible denotar calquera dos 
números usando só 10 símbolos? Faise parcelando esta sucesión de números que 
crecen indefinidamente, agrupándoos adecuadamente: unha vez que contamos 
10 unidades, vemos que e posible abarcalas dunha ollada, atalas nun feixe ao que 
lle daremos o nome de decena. En efecto, podemos cambiar 10 moedas de 1 euro 
por un único billete de 10 euros. Agora podemos contar en pasos máis longos, 
avanzando por decenas; despois, podemos agrupar dez decenas, por exemplo, 
poderiamos atarlles unha cinta ao redor e sobre elas escribir centena. Seguindo 
así, podemos agrupar 10 centenas nun millar, 10 millares nunha decena de millar, 
10 decenas de millar nunha centena de millar e 10 centenas de millar nun millón. 
Deste xeito cada número realmente pode ser escrito coa axuda dos dez símbolos 
anteriormente mencionados. Cando pasamos de 9, volvemos escribir 1, 
indicando 1 decena. O número que vén despois deste consiste nunha decena e 
unha unidade, é dicir, pódese escribir coa axuda de dous 1. Por outra banda, ao 
escribilos tamén teriamos que usar as palabras «decenas», «centenas» e outras 
semellantes. Unha idea intelixente fai incluso que non sexan necesarias: a caixeira 
mete as súas moedas de 5, de 10, de 20 e de 50 céntimos en partes diferentes da 
caixa; o cambio pequeno á dereita, porque é o que máis se usa para as voltas, e 
cara á esquerda as de valor cada vez máis grande. 
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As mans da caixeira afanse tan ben a este arranxo que chega a saber sen mirar 
que tipo de moeda está a coller, por exemplo, da terceira parte. Dun xeito similar 
poderiamos nós acordar os lugares onde poñermos as decenas, as centenas. 
Escribamos as unidades á dereita, e despois as outras, máis á esquerda canto 
maiores son: o segundo lugar é para as decenas, o terceiro para as centenas. Deste 
xeito podemos deixar de lado as palabras, porque recoñeceremos os valores dos 
símbolos numéricos a partir da súa posición; os símbolos teñen, polo tanto, valor 
posicional. 

354	

consta de 3 centenas, 5 decenas e 4 unidades. Isto é o que entendemos cando 
dicimos que usamos o sistema decimal. 

Por outra banda, nada nos impediría parar antes ou despois de 10. Teño oído 
falar de tribos primitivas cuxa capacidade de contar é: 1, 2, moitos. Mesmo 
tamén para eles, poderiamos construír un sistema de numeración: agrupamos os 
números en parellas. O 2 é, xa que logo, unha nova unidade, 1 dous; dous mais 
dous é outra unidade, un catro; dous catros son un oito, e así sucesivamente. 
Neste sistema, os símbolos 

0,	1	

son abondo para escribir calquera número. Verémolo mellor deste xeito: 
supoñamos que temos estas catro moedas: 

	

noutras palabras, as unidades do sistema binario de numeración representadas 
por moedas. Como podemos facer 11 € co menor número posible de moedas? 
Claramente coas tres seguintes: 

	

que fan 11 €, e nunca seremos quen de facer 11 € con menos moedas. Do mesmo 
xeito, 

8 € 4 € 2 € 1 €e

8 € 2 € 1 € (1) 
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fan 9 € e  

	
fan 15 €.  

Deberías tratar de convencerte de que se pode conseguir calquera número do 
1 ao 15 coas moedas 

	

de xeito que cada moeda non se use máis dunha vez, é dicir, úsase 0 veces ou 1 
vez. (Non podemos fabricar o 16 deste xeito, pero non é de estrañar, xa que 
2 × 8 = 16; «dezaseis» é a seguinte unidade). Segundo o exemplo (1), 11 pódese 
escribir no sistema binario como 

1011	

xa que isto significa realmente 1 un, 1 dous, 0 catros e 1 oito, e estes xuntos dan 
11. De xeito semellante podemos ver nos exemplos (2) e (3) que 9 e 15 poden 
ser escritos no sistema binario, respectivamente, das seguintes formas: 

1001,	1111	

Entón, realmente podémonos amañar con só dous símbolos. Paga a pena que 
fagamos unha práctica no sentido contrario, é dicir, «traducir» do sistema binario 
ao sistema decimal: no sistema binario 11101 representa 1 un, 1 catro, 1 oito e 1 
dezaseis = 1 + 4 + 8 + 16 = 29 no sistema decimal. 

Para que nos poden servir os sistemas de numeración? Para empezar, as 
operacións son, sen dúbida, moito máis fáciles de facer se poñemos un pouco de 
orde nos números; por exemplo, para sumar, sumamos uns con uns e decenas 
con decenas. Para facer a caixa, a caixeira terá bo coidado de non mesturar os 
distintos tipos de moedas e billetes; contará por separado os semellantes, en cada 
compartimento, e despois sumará estas cantidades. O principio de comodidade 

8 € 1 €e

8 € 4 € 2 € 1 €e

8 € 4 € 2 € 1 €

(2) 
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foi e é un factor importante no desenvolvemento das matemáticas. A operación 
máis «incómoda» é a división; probablemente, toda a molestia que a acompaña 
foi a que deu o primeiro empurrón ao parcelamento da sucesión dos números. 
Que agradables son as divisións que se poden facer sen resto! Hai uns números 
bos e amigos nos que unha boa cantidade doutros números caben sen deixaren 
resto. Este é, por exemplo, o caso de 60  

60 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
1 × 60
2 × 30
3 × 20
4 × 15
5 × 12
6 × 10

	

e así, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30 e 60 caben en 60 sen restos. Deste xeito, 
se queremos dividir por un destes doce números (aínda que é unha pena incluír 
1 entre eles, porque afortunadamente non ten ningún efecto na multiplicación 
nin na división), recordemos que se chega ao número que desexamos dividir 
(como a calquera outro número) contando con uns. Contemos agora 60, despois 
outros 60, e así sucesivamente, tantas veces como poidamos; dividir cada un 
destes 60 é un xogo de nenos e, en canto ao resto, nunca vai ser maior ca 59, é 
dicir, non un número moi grande. Non hai moito problema para dividir este 
número, aínda que haxa un resto. Desde este punto de vista, deberiamos agrupar 
os nosos números en paquetes de 60, e os antigos, de feito, introduciron o sistema 
sesaxesimal (sesenta) de numeración para medir ángulos e mais o tempo, necesa-
rios para as súas actividades astronómicas, que requirían moitas divisións 
incómodas. Ata o día de hoxe o que chamamos un grao é unha 6 × 60 = 360-ava 
parte do total; 1 grao divídese en 60 minutos, e 1 minuto, en 60 segundos, e 
analogamente, a subdivisión da hora en minutos e segundos. 

Por outra banda, 60 é bastante grande e non é cómodo para traballar con el. 
Entre os números no contorno de 10, 12 é o que ten o maior número de divisores:  

12 = 3
	1 × 12
	2 × 6
	3 × 4

	

é dicir, 1, 2, 3, 4, 6, 12, seis divisores, mentres que só hai 4 números que caiban 
en 10 sen resto: 1, 2, 5 e 10. Hai aínda restos do uso do sistema duodecimal 
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(doce): hai 12 meses nun ano, 12 unidades nunha ducia. Que o sistema decimal, 
a pesar diso, se acabase impoñendo é, probablemente, debido ao feito de que o 
ser humano estaba máis influído polos seus xogos cos dedos que pola utilidade. 
Os franceses recordan que algunha vez xogaban cos pés. Só alguén así lle podería 
chamar a 80 catro por vinte (quatre-vingt); seguro que en tempos adoitaban usar 
o sistema vixesimal (vinte) de numeración. 

Restrinxíndonos ao sistema decimal, vexamos que vantaxes ten para a división. 
En primeiro lugar hai unha vantaxe definitiva se queremos dividir por un dos 

divisores de 10, é dicir, por 2, por 5 ou por 10 mesmo. 
Estes números caben en 10 sen resto, como tamén en 2 × 10, é dicir, en 20, 

en 3 × 10, é dicir, en 30, e do mesmo xeito en todos os múltiplos de 10; tamén 
en 10 × 10, é dicir, en 100, xa que logo tamén en 2 × 100, é dicir, en 200, en 
3 × 100, é dicir, en 300, e así sucesivamente en todos as centenas. Entón vemos 
que 2, 5 e 10 caben sen resto en decenas, centenas, millares e así sucesivamente; 
só non é seguro que caiban sen resto en números con unidades. Por exemplo, 10 
é maior ca todos os posibles valores de unidade, e así, calquera que sexa o número 
que hai no lugar das unidades, ese número non pode ser divisible por 10 (sen 
resto); é por iso que só son divisibles por 10 aqueles números que non teñen 
ningunha unidade. A ausencia indícase cun 0, e así obtemos a coñecida regra de 
que só os números que terminan en cero son divisibles por 10. A única cantidade 
de unidades que cabe en 5 sen resto é o propio 5; por iso 5 só cabe sen resto en 
números que terminan en 0 ou en 5. Finalmente, 2 caberá sen resto en 2, 4, 6, 
8 e, polo tanto, naqueles números que terminan en 0, 2, 4, 6 ou 8. Estes son 
chamados os números pares. 

Esgotamos todos os divisores de 10, pero aínda non todas as posibilidades 
inherentes ao sistema decimal. A seguinte unidade deste sistema é 100. Isto abre 
un camiño para tratarmos con todos os divisores de 100. Por exemplo, 4 non 
divide a 10 pero si a 100, xa que 4 × 25 = 100, e polo tanto tamén a 2 × 100, é 
dicir, a 200, ou a calquera múltiplo de 100, a todas as centenas, e tamén a 
10 × 100, é dicir, aos millares e así, sucesivamente, en todos os miles; só non é 
seguro que caiba sen resto nas decenas e nas unidades. Entón, se queremos 
decidir se un número, por grande que sexa, é divisible por 4, só precisamos exa-
minar os dous últimos lugares. Por exemplo,  

3	478	524	
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é divisible por 4, porque 24 é divisible por 4. Podemos ver isto dunha ollada, 
igual ca se as cinco cifras anteriores non estivesen alí. Do mesmo xeito, podemos 
ver dunha ollada que 

312	486	434	

non é divisible por 4, xa que 4 non cabe sen resto en 34. 
Tras os divisores de 100, podemos tratar os divisores de 1000. Por exemplo, 

8 non é un divisor de 100, xa que cabe en 80 pero non cabe nos 20 restantes sen 
un resto. Por outra banda, é un divisor de 1000, xa que 1000 pode dividirse así: 
800 + 160 + 40, e 8 cabe en todas as partes sen resto. Por esta razón, caberá sen 
resto en todos os millares, decenas de millar, centenas de millar etc.; polo tanto, 
se queremos decidir se un número, por moi grande que sexa, é divisible por 8, 
só hai que mirar nos últimos tres lugares. 

Agora temos un «truco» para decidirmos cando un número dado é divisible 
por outro número: só necesitamos ver se este último é un divisor de 10. Neste 
caso, a pregunta xa pode decidirse coas unidades; se non, necesitamos ir máis 
lonxe e ver se o número en cuestión é un divisor de 100, de 1000, de 10 000 e, 
en consecuencia, hai que examinar máis e máis lugares para obtermos unha res-
posta á cuestión da divisibilidade. 

Por suposto, hai números que non son divisores de 10, nin de 100, nin de 
1000, nin de ningún tipo de unidade no sistema decimal; de feito, este é o caso 
da maioría dos números. Pero podemos descubrir algunha regularidade acerca 
deles con investigacións similares. 

O caso máis sinxelo é o do 9:  

10	=	9	+	1,	100	=	99	+	1,	1000	=	999	+	1…	

así que 9 non pode ser un divisor de 10, nin de 100, nin de 1000 porque, 
calquera que intentemos dividir por el, sempre quedará 1 de resto. 

Pero só polo feito de quedar sempre 1 de resto, temos unha regra simple de 
divisibilidade: se dividimos 10 entre 9, sobra 1; se dividimos 20, sobrarán 2; se 
dividimos 30, sobrarán 3. En xeral, se dividimos decenas por 9, sobran tantas 
unidades como o número de decenas que dividimos. Do mesmo xeito, se divi-
dimos 100 por 9, sobra 1, así que se dividimos 200 sobrarán 2; en xeral, no caso 
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da división de centenas por 9, sobran tantas unidades como o número de 
centenas que dividimos, e así sucesivamente. 

Se queremos saber se un número é divisible por 9, o mellor é separalo en 
unidades, decenas, centenas etc. 

Por exemplo:  
234	=	2	centenas	+	3	decenas	+	4	unidades.	

Cando dividimos as 2 centenas, sobran 2; cando dividimos as 3 decenas, 
sobran 3, e cando dividimos as 4 unidades, sobran 4, é dicir, en total sobran  

2	+	3	+	4	=	9.	

Os restos sumados dan un número divisible por 9, xa que logo, 234 é divisible 
por 9. Así que aquí está a regra que buscamos: un número é divisible por 9 se, 
cando sumamos todos os seus díxitos, obtemos un número divisible por 9. 

Os díxitos dun número adoitan sumar un número moito menor ca o número 
en si, polo que normalmente podemos saber dunha ollada se é divisible por 9. 
Examinemos, por exemplo, o seguinte número:  

2	304	576	

A suma dos díxitos é  
2	+	3	+	4	+	5	+	7	+	6	=	27	

e calquera que coñeza as táboas saberá de inmediato que isto é divisible por 9. 
Por outra banda,  

2	304	577	

non é divisible por 9, xa que 

2+	3	+	4	+	5	+	7	+	7	=	28	

e 9 non cabe sen resto en 28. 
O noso obxectivo con todo o que acabamos de facer é evitarmos as dificul-

tades causadas pola división. Pero este tipo de rodeos como o que demos para 
facelo permiten atopar inesperadas e interesantes relacións. Pronto daremos xun-
tado o valor necesario para aventurármonos a investigar o tipo de división que 
non se pode levar a cabo sen resto, e iso abrirá novas perspectivas cara ás ideas 
matemáticas máis audaces.
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A idea de divisibilidade leva a moitas outras cousas interesantes, coas que pode 
valer a pena xogar, como, por exemplo, o descubrimento de que hai «números 
amigos». 

Dous números son amigos se cada un deles é a suma dos divisores propios do 
outro. É usual non contar entre os divisores «propios» dun número o número en 
si, polo que, por exemplo, os divisores propios de 10 son 1, 2 e 5.  

Por exemplo, os números 220 e 284 son amigos, porque  

220 =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
				1 × 220
				2 × 110
		4 × 55
		5 × 44
10 × 22
11 × 20

				e				284 = 3
	1 × 284
	2 × 142
4 × 71

	

e a suma dos divisores propios de 220 é  

1	+	2	+	4	+	5	+	10	+	11	+	20	+	22	+	44	+	55	+	110	=	284,	

e a suma dos divisores propios de 284 é  

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220.	

Ademais, tamén hai «números perfectos»: un número é perfecto cando 
coincide coa suma dos seus divisores propios. 

Por exemplo, o número 6 é perfecto xa que os seus divisores propios son 1, 2 
e 3, e  

1	+	2	+	3	=	6.	
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Os antigos conferíanlles a tales números propiedades máxicas e iniciaron unha 
investigación en busca de máis números perfectos. Atoparon varios números 
perfectos, entre eles o 28, como podemos comprobar facilmente, pois  

28 = 3
	1 × 28
	2 × 12
4 × 7	

			e			1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28.	

Os demais son moito máis grandes. Todos eles son números pares. Ata 
puideron dar unha receita para a construción de números pares perfectos, pero a 
día de hoxe non se sabe se esta receita seguirá producindo máis e máis números 
perfectos ou se vai deixar de funcionar nalgún punto. Ninguén atopou un 
número perfecto impar; é unha pregunta aberta se hai algún. 

De que vai todo isto? O ser humano creou o sistema dos números naturais 
para os seus fins, é a súa propia creación; serve para o propósito de contar e para 
as operacións derivadas de contar. Pero unha vez creado, xa non ten ningún 
poder sobre el. A sucesión dos números naturais existe; adquiriu vida propia. 
Non se poden facer máis alteracións; ten as súas propias leis e propiedades pe-
culiares, propiedades coas que nin sequera se podía soñar cando foron creados. 
A aprendiz de meiga está abraiada ante os espíritos que invocou. A matemática 
«creou un mundo novo da nada», pero este mundo, coas súas misteriosas e ines-
peradas leis, apoderouse dela. A partir dese momento, xa non é unha creadora, 
senón unha buscadora; busca os segredos e as relacións do mundo que ela mesmo 
creou. 

Esta procura é tan atractiva porque practicamente non precisa ningún 
adestramento previo, agás uns ollos cheos de curiosidade.  

En certa ocasión, unha das miñas alumnas, de dez anos ou así, veu onda min 
co seguinte problema: «Xa me dei conta cando estaba en primaria que se sumo 
todos os números ata un número impar, por exemplo, ata 7, teño o mesmo 
resultado que se multiplico este número polo seu "medio". Por exemplo, o medio 
do 7 é 4 (isto hai que entendelo como o que significa, que o 4 está no medio dos 
números 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) e 7 × 4 = 28; a suma de todos os números ata 7,  

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7	

tamén é 28. Sei que sempre é así, pero non sei por que».  
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Ben, pensei para min: esta é unha progresión aritmética; como llo podo 
explicar a este nivel? En calquera caso, propúxenllo á clase: «Susana ten un 
problema interesante». Aínda ben non terminara de formular a pregunta cando 
a rapaza máis viva da clase ergueu a man e estaba tan entusiasmada que case cae 
do pupitre. «Seguro que vai ser algunha parvada, Eva; non o puideches resolver 
neste tempo». Pero non, insistiu en que o sabía. «Ben, cóntanos, logo».  

«Susana dixo 7 × 4, isto é 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 4.	
Susana dixo isto en vez de  

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7.	

Dixo 4 en vez de 1, isto é 3 máis. Pero tamén dixo 4 en lugar de 7, 
isto é 3 menos, e estas iguálanse. Do mesmo xeito é certo que 4 é 2 máis 
ca 2, pero é 2 menos ca 6 e por iso tamén son iguais. De igual maneira 
para os 4 que dixo en lugar dos 3 e os 5, e así as dúas sumas son realmente 
a mesma».  

Tiven que admitir que Eva tiña razón; eu nunca o podería explicar tan ben. 
Estas pequenas investigadoras sen prexuízos fan algunhas observacións extraor-
dinarias. «É coma un caderno de exercicios», dixo María, outra alumna. «Que 
queres dicir?». «Aquí o primeiro e o último termo compénsanse, tamén o 
segundo e mais o penúltimo; as páxinas dun caderno de exercicios xúntanse da 
mesma forma, a primeira coa última, a segunda coa penúltima». A pura 
curiosidade movía a estas pequenas investigadoras. 

Seica Gauss, o princeps mathematicorum, descubriu esta relación por razóns 
utilitarias durante os seus días de escola primaria. Cóntase que un día o mestre 
de Gauss quería un pouco de tranquilidade e decidiu mandarlle á clase a longa 
tarefa de sumar todos os números do 1 ao 100. Pero non conseguiu a tran-
quilidade buscada, pois pouco despois Gauss exclamou: «O resultado é 5050». O 
mestre tivo que admitir que era correcto, pero como era posible que o calculase 
tan rápido? «Observei que 1 + 100 = 101, 2 + 99 = 101, 3 + 98 = 101 e así suce-
sivamente, sempre suman 101. O último é 50 + 51 = 101, así que, despois de 50 
sumas, os termos tomados desde o principio e desde o final acaban xuntándose 
no medio. E logo, por suposto, 50 × 101 = 5050». 
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O pequeno Gauss sumou os números ata un número par e obtivo un método 
intelixente para sumar rapidamente tantos termos, igual que a miña Susana, que 
sumaba ata un número impar. Usando un argumento algo tortuoso podemos 
unir os dous procedementos. Hai un chiste sobre unha persoa que viu un rabaño 
de ovellas a pastar e dixo: «Hai 357 ovellas no rabaño». Cando lle preguntaron 
como puidera contalas, respondeu: «Foi sinxelo. Contei o número de patas e 
dividino por 4». O matemático fai exactamente ese tipo de cousas. Por exemplo, 
se necesitamos engadir todos os números ata un número determinado, sexa par 
ou impar, podemos calcular o dobre da suma necesaria sen pensar, sumando o 
primeiro co último, o segundo co penúltimo etc., do seguinte xeito: facemos a 
suma dúas veces, de dúas formas diferentes. Por exemplo: 

1 + 2 + 3 + 4
4 + 3 + 2 + 1							ou							1 + 2 + 3 + 4 + 55 + 4 + 3 + 2 + 1	

Deste xeito escribimos en cada columna só aqueles números que necesitamos 
sumar. Sumando os números destas columnas 

5 + 5 + 5 + 5 = 4 × 5 = 20					e				6 + 6 + 6 + 6 + 6 = 5 × 6 = 30,	

respectivamente, estas son o dobre das cantidades que necesitamos; podemos 
obter as sumas buscadas se dividimos por 2. Así, os resultados son 10 e 15, 
respectivamente, e de feito 

1 + 2 + 3 + 4 = 10								e							1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15.	

Podemos ver que en ambos os dous casos debemos multiplicar a suma do 
primeiro e último termos polo número de termos e facer a metade. Este método 
inclúe o resultado de Susana e mais o de Gauss: no caso de 1+2 + 3 + 4 + 5 + 6 +
7, a suma do primeiro mais o último termo é 8, multiplicada polo número de 
termos, 7 × 8 = 56, e a metade é 28. No caso da suma dos cen primeiros números, 
1 + 2 + 3 +⋯+ 100, a suma do primeiro e o último termo é 101, multiplicada 
polo número de termos, 100 × 101 = 10100, e a metade deste é 5050. 

Está claro —a miña clase decatouse inmediatamente— que con este método 
non só é posible facer a suma de números consecutivos, senón, en xeral, a suma 
de números que están todos a igual distancia do anterior, por exemplo (o inicio 
pode ser calquera): 
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5 + 7 + 9 + 11 + 13,	

onde cada termo é 2 máis ca o anterior, ou 

10 + 15 + 20 + 25 + 30 + 35,	

onde a diferenza entre os termos próximos é 5. Para estes tamén é certo que a 
suma do primeiro e último termos é igual á suma do segundo e o penúltimo, e 
así sucesivamente. Tenta probalo: no primeiro exemplo 

5 + 13 = 18,	7 + 11 = 18	

e para o cálculo do dobre da primeira suma necesitamos 9 + 9, que tamén é 18. 
No segundo exemplo 

10 + 35 = 45,	15 + 30 = 45,	20 + 25 = 45.	

En matemáticas a estas sucesións de números con intervalos iguais 
chámaselles progresións aritméticas. 

É interesante que o mesmo argumento se atope noutras ramas das 
matemáticas. Por exemplo, no cálculo de áreas tamén é útil o mesmo truco que 
usamos para sumar os termos dunha progresión aritmética. É doado calcular a 
área dun rectángulo; é máis sinxelo que atopar o volume dun cubo: eliximos un 
pequeno cadrado como a nosa unidade e miramos cantas destas unidades con-
formarán o rectángulo. Tomemos por exemplo un centímetro cadrado como a 
unidade, é dicir, un cadrado pequeno cuxa lonxitude e largura teñen un 
centímetro. 

	

Poñemos 8 cadradiños, un ao lado do outro: 

	

É un rectángulo. Para que sexa menos delgado, colocamos tres filas coma ela: 

1 cm
1 cm
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O rectángulo obtido consta de 3 × 8 = 24 cadrados. 
Pola contra, se comezamos cun rectángulo de 8 centímetros de longo e 3 

centímetros de largo, haberá espazo nel para 3 × 8 = 24 centímetros cadrados e, 
en xeral, poderemos obter a área dun rectángulo multiplicando as lonxitudes de 
dous lados adxacentes. 

Observamos que os lados adxacentes dun rectángulo ademais forman un 
ángulo recto entre si (isto ás veces exprésase dicindo que son perpendiculares 
entre si). O ángulo recto é un ángulo no que hai que ser moi exacto se, por 
exemplo, estamos a construír unha casa; ningún brazo deste ángulo se pode in-
clinar nin cara ao, nin lonxe do, outro brazo, como é o caso dos ángulos agudos 
e obtusos respectivamente: 

	

(as paredes que se inclinen caerán facilmente). O ángulo recto preserva un 
equilibrio adecuado: 

	

Na figura delimitada por tres liñas, é dicir, no triángulo, é posible ter un 
ángulo recto, pero só un. O lector debería facer algúns ensaios: non importa 
canto o intentemos, os outros dous ángulos serán sempre agudos: 
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O lado dun triángulo rectángulo oposto ao ángulo recto denomínase 
hipotenusa. 

Agora, un triángulo rectángulo non pode de ningún xeito facerse coas nosas 
unidades cadradas de área, debido aos seus ángulos agudos: 

	

Na primeira fila, para comezar, deixamos a área sombreada. O cálculo da área 
presenta un problema. 

Pero podemos resolver o problema facilmente: se non podemos calcular a área 
dun triángulo, calculemos a área de dous. Colocamos a hipotenusa dun triángulo 
idéntico, dado a volta, contra a hipotenusa do noso triángulo. Obtemos un 
rectángulo: 

	

e podemos calcular a súa área: só temos que multiplicar os dous lados adxacentes. 
Os lados adxacentes do rectángulo son en realidade os lados do triángulo 
adxacentes ao ángulo recto. Así podemos calcular o dobre da área do triángulo: 
obtemos a área do triángulo dividindo o resultado por 2. Así que calculamos a 
área dun triángulo rectángulo multiplicando as lonxitudes dos lados adxacentes 
ao ángulo recto e dividindo por 2. 

Resulta evidente que o argumento usado aquí é o mesmo ca na suma dos 
termos dunha progresión aritmética, se seguimos a exposición do matemático 
Euclides, quen legou ao mundo unha obra matemática marabillosamente com-
pleta, hai xa 2000 anos. Euclides disfraza as propiedades dos números con roupas 
xeométricas: con el os símbolos 1, 2, 3… poderían ser 
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e así, a suma  
1 + 2 + 3 + 4	

podería ser representada por medio dun «triángulo con chanzos» coma este: 

	

O truco de colocar a suma escrita do revés convértese agora en colocar outro 
triángulo cos chanzos encima do primeiro, así: 

	

Deste xeito, 1 vai enriba de 4, 2 enriba de 3, 3 enriba de 2 e 4 enriba de 1. 
Os cadrados que están enriba uns dos outros en todas as partes son 5, e xuntos 
dan 4 × 5 = 20, correspondente ao feito de que o rectángulo así formado ten 4 
unidades de lonxitude e 5 unidades de alto, é dicir, o rectángulo ocupa 4 × 5 
unidades de área. Isto é o dobre da suma en cuestión; a suma en si é a metade 
deste, xa que a área de cada triángulo con chanzos é a metade da área do 
rectángulo. Agora debería estar claro que usamos o mesmo argumento, unha vez 
na linguaxe da aritmética e outra na linguaxe da xeometría. Veremos que este 
argumento admite aínda moitas máis variacións.
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5. VARIACIÓNS SOBRE UN TEMA FUNDAMENTAL 

En que circunstancias temos que sumar todos os números desde o 1? O seguinte 
problema, aparentemente distinto, conduce tamén a este proceso. 

Xa nos topamos con triángulos e cuadriláteros; en xeral, as figuras delimitadas 
por liñas rectas chámanse polígonos. 

	

Todos estes debuxos de arriba son exemplos dos chamados polígonos convexos. 
Non están dentados en ningún lugar como os de abaixo: 

	

Estes últimos difiren dos primeiros en que teñen algún lado que, se se 
prolonga, os parte en dous: deberías tratar de convencerte de que isto non se 
pode facer cos primeiros. Tes que ter clara esta diferenza. 

	

No que segue, só trataremos con figuras convexas. (Tamén faremos esta 
mesma distinción entre os sólidos).  
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As liñas que unen vértices non veciños chámanse diagonais (a recta que une 
dous vértices veciños non é unha diagonal, senón un lado). Como exemplo, 
debuxarei algunhas diagonais no polígono de abaixo: 

	

O problema é o seguinte: dado un polígono, digamos un octógono, cantas 
diagonais se poden debuxar nel? Aínda que as pintemos todas, non é tan fácil 
contalas, pois resulta unha figura moi mesta. 

	

O problema simplifícase se non distinguimos entre vértices veciños e non 
veciños e, polo tanto, contamos tamén os lados, polo de agora. En todo caso, 
sabemos que hai 8 lados, polo que teremos que restarlle 8 ao resultado. 

Desta forma pódese poñer o problema do seguinte xeito. 
Dados os 8 vértices dun octógono, 

	

de cantas formas os podemos xuntar en parellas? Aparecen dúas vías para chegar 
á solución. Unha delas é unir o punto 1 cos outros sete, e así obtemos as seguintes 
7 parellas: 

1

2

3 4 5

6

7
8
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Despois unimos o punto 2 cos outros, agás o 1, co que xa está unido. Deste 
xeito engadimos outras 6 parellas ás que xa temos: 

	
Agora unimos o punto 3 cos outros agás os dous puntos xa tratados e deste 

xeito obtemos 5 novas parellas; de maneira semellante ao unirse co punto 4 
obtemos 4 parellas novas; o punto de unión 5 producirá 3 parellas máis; o punto 
6, 2 máis, e o punto 7 só unha, mentres que o punto 8 xa se uniu a todos os 
demais puntos e por iso non producirá ningunha parella nova. Polo tanto 
obtemos  

7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1	parellas,	

ou, escribíndoo ao revés,  

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7	liñas.	

A outra forma de contar estas liñas é ver cantas se poden debuxar saíndo de 
cada vértice, independentemente dos demais. Por suposto, podemos debuxar 7, 
xa que cada vértice pode unirse a todos os outros 7 vértices. Agora podemos 
seguir argumentando así: se desde un vértice podemos debuxar 7 liñas, a partir 
de 8 vértices podemos debuxar 8 × 7 liñas. Isto está mal, xa que cada liña une 2 
vértices; así, por exemplo, a liña que une os vértices 1 e 6 incluímola cando 
contamos as liñas debuxadas desde o vértice 1 e mais cando contamos as que 

1

2

3 4 5

6

7
8

1

2

3 4 5

6

7
8



I. A APRENDIZ DE MEIGA 

58 

saen do vértice 6. O erro é simplemente que contamos cada liña dúas veces. O 
resultado debe ser a metade de 8 × 7 = 56, é dicir, 28. 

Temos que chegar ao mesmo resultado con ambas as dúas formas, polo que 

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7	

é, xa que logo, a metade de 8 × 7: o resultado obtido pola miña alumna Susana. 
Pero aínda temos unha nova variación do tema. O problema pódese formular 

de xeito distinto, así: xa que calquera liña une dous vértices, a pregunta realmente 
é: de cantas formas se poden elixir 2 vértices de 8? Vemos entón que o feito de 
que estivésemos a falar de vértices é realmente irrelevante; poderiamos 
igualmente formular o problema sobre unha bolsa con 8 bólas, todas de cores 
distintas, e preguntármonos de cantas formas podemos elixir pares diferentes de 
bólas. Ou se desexamos dividir 8 fillos en pares, de cantas formas podemos esco-
ller o primeiro par? Todo isto exprésase matematicamente dicindo: cantas combi-
nacións de 2 elementos se poden xerar con 8 elementos?  

Se denotamos os elementos cos números 

1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	

entón as seguintes son as combinacións de 2 (ou, simplemente, pares) que poden 
xerarse a partir deles: 

1	2 2	3 3	4 4	5 5	6 6	7 7	8
1	3 2	4 3	5 4	6 5	7 6	8 	
1	4 2	5 3	6 4	7 5	8 	 	
1	5 2	6 3	7 4	8 	 	 	
1	6 2	7 3	8 	 	 	 	
1	7 2	8 	 	 	 	 	
1	8 	 	 	 	 	 	

	

Podemos ver ben que o número destes pares é (de dereita a esquerda):  

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7	

Por outra banda, poderiamos argumentar que calquera dos elementos se pode 
emparellar cos 7 restantes, polo que os 8 elementos producirían 8 × 7 pares; pero 
así contariamos cada par dúas veces, primeiro cando estabamos emparellando o 
primeiro e despois cando emparellabamos o segundo. O resultado correcto é, xa 
que logo, de novo a metade de 8 × 7. Todos estes puntos de partida diferentes 
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conducen ao mesmo resultado final. Non podo evitar recoller todo isto cunha 
fórmula. O único que che teño que advertir é que, en matemáticas, a paréntese 
non indica algo que careza de importancia; debes ter presente que en matemá-
ticas se colocan entre parénteses cousas cuxa coherencia se quere subliñar. Por 
exemplo (2 + 3) × 6 significa que debemos multiplicar por 6 o resultado da suma 
2 + 3, é dicir, 5, mentres que se o escribimos sen parénteses 2 + 3 × 6 significaría 
que debemos engadir a 2 o resultado da multiplicación 3 × 6 [hai a convención 
de que «a multiplicación liga máis forte que a suma», polo que esta última non 
ten que ser escrita como 2 + (3 × 6)]. Todo o mundo sabe que a metade de 4, de 
6, de 10 se pode escribir $

!
, %
!
 e &"

!
, respectivamente, e que, en xeral, a división 

pode expresarse nesta forma «fraccionaria». Entón, se denotamos con 𝑛 	o 
número ata o que sumamos todos os números, a suma do primeiro e o último 
termo será 1 + 𝑛. Polo tanto, temos que multiplicar isto polo número de termos, 
é dicir, por 𝑛, e logo dividilo por 2. Noutras palabras, todas as variantes do noso 
tema fundamental poden condensarse na seguinte fórmula: 

1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛 =
(1 + 𝑛) × 𝑛

2
 

As matemáticas son realmente unha linguaxe, un idioma particular que se 
expresa enteiramente por símbolos. A fórmula anterior é só un símbolo e non 
significa nada por si mesma; cadaquén pódese servirse dela para expresar as súas 
propias experiencias. Por unha banda, podería significar a conta das diagonais 
dun polígono; pola outra, a conta do número de posibilidades para seleccionar 
un grupo de dous entre o alumnado. A escrita dunha fórmula é unha expresión 
da nosa alegría ao sermos quen de dar resposta a esas cuestións diferentes 
mediante un mesmo e único argumento. 

POST SCRIPTUM: SOBRE XEOMETRÍA SEN MEDICIÓNS  

Xa sabemos de dous novos temas, un xeométrico e outro aritmético. Gustaríame 
avanzar un pouco máis no xeométrico. 

Vexamos outra vez a figura que mostra o octógono con todas as súas diagonais. 
Mesmo parece que a figura non ten pés nin cabeza porque as diagonais se cortan 
unhas ás outras por todas as partes e hai un gran número de interseccións; e aínda 
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bo é que o polígono é convexo, así os seus vértices quedan no exterior e non os 
podemos mesturar coas interseccións. 

Todo sería máis fácil de ver se as diagonais fosen gomas elásticas fixadas aos 
vértices e puidésemos estiralas e levantalas un pouco no aire. Unha persoa 
podería soster cada unha destas diagonais; a segunda sería estirada un pouco máis 
alta que a primeira; a terceira, un pouco máis alta que a segunda, e así suce-
sivamente. Deste xeito non se cruzarían e poderiamos contalas, xa que ao estiralas 
non se altera o seu número. 

Existe unha rama especial da xeometría, chamada topoloxía, que trata sobre 
as propiedades de figuras que non se alteran se as fabricamos de goma elástica e 
as estiramos ou comprimimos ao noso antollo. É estraño que este estudo se 
clasifique como parte da xeometría, xa que non se trata de propiedades métricas, 
é dicir, de medicións, porque as distancias e os ángulos son alterados durante o 
estiramento. Desde o noso punto de vista, o que fai que estas consideracións 
sexan interesantes é que son novas e coñecemos a súa orixe: asistimos ao 
nacemento dunha rama enteira das matemáticas a partir dun xogo. 

Este xogo foi un quebracabezas relacionado coas pontes de Königsberg. O río 
Pregolia, que discorre por Königsberg, ten dúas illas. Estas dúas illas están unidas 
entre si e coas beiras por medio de sete pontes, como se mostra no debuxo.  

	

O enigma é se é posible, empezando en calquera punto, dar un paseo 
volvendo ao punto de partida despois de pasar por todas as pontes, pero só unha 
vez por cada unha. Aconsélloche que o intentes algunhas veces; mentres tanto, 
debería quedar claro que o problema non se alteraría en absoluto se as pontes 
que conducen á mesma illa ou ribeira converxesen nun mesmo punto (isto só 
acurtaría os paseos nas marxes do río), así que o mapa podería quedar así.  
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Por suposto, sería bastante parvo ter dúas pontes que conecten os mesmos 
puntos da costa e da illa, pero podemos supoñer que unha foi construída para 
peóns e outra para os coches. 

Esta consideración permítenos esbozar un debuxo esquemático máis sinxelo:  

	

e agora pódese volver formular o problema preguntando se esta figura se pode 
debuxar cun trazo sen levantarmos o lapis do papel (xa que o noso camiñante 
non pode ir polo aire), de xeito que ningunha parte da figura se debuxe dúas 
veces e que, ao final, volvamos ao punto de partida. Este crebacabezas 
probablemente pareza familiar; é habitual formular o problema en relación cun 
sobre, da seguinte maneira.  

	

É obvio que estes problemas pertencen á topoloxía, pois se unha figura 
semellante pode ou non ser debuxada por un trazo de lapis non depende de se 
imaxinamos a figura enteira feita de material elástico que pode estirarse, compri-
mirse e deformarse; aínda que non debemos desgarralo nin pegarlle ningunha 
parte. 

O grande Euler deu unha resposta sinxela a todas as preguntas deste tipo. Se 
unha figura pode ser debuxada cun trazo de lapis volvendo ao punto de partida, 
entón o lapis debe comezar desde o punto de partida, e tamén debe volver a el, 
e, cada vez que chega a un vértice, tamén ten que abandonar ese vértice para 
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seguir adiante. Así, cada liña que chega a un vértice ten unha compañeira, é dicir, 
unha liña que sae do vértice e, polo tanto, en cada vértice debe haber un número 
par de liñas que se xuntan. Pódese probar que esta afirmación é suficiente; unha 
figura sempre se pode debuxar mediante unha liña que remata no seu punto de 
partida se hai un número par de liñas reunidas en cada vértice. 

Segundo isto, o problema do paseo en Königsberg é insoluble; cada vértice 
do diagrama correspondente fai que sexa imposible, xa que no vértice extremo 
esquerdo xúntanse 5 liñas e nos tres vértices restantes xúntanse 3 liñas en cada 
un, e todos estes números son impares. 

Por outra banda, o primeiro sobre pódese debuxar se non insistimos en que 
o lapis volva ao punto de partida, xa que nos vértices superiores xúntanse 4 liñas 
e no medio outras 4, e son números pares; só os dous vértices inferiores poderían 
estragar as cousas, xa que neles só se xuntan 3. Pero se permitimos que a liña 
comece nun destes vértices e finalice no outro, entón podemos debuxalo nas se-
guintes etapas: 

	 	

O segundo sobre é un caso desesperado, xa que ten máis de dous vértices 
«recalcitrantes»: só nos vértices superior e central se xuntan un número par de 
liñas; en cada un dos vértices restantes xúntanse tres liñas. 

Este é o xogo co que orixinalmente comezou a topoloxía, pero non debemos 
pensar que quedou na fase lúdica; converteuse nunha rama moi seria da ciencia, 
polo que outras ciencias fan uso dela. Por exemplo, a física usa a topoloxía na 
descrición dos circuítos; a química orgánica úsaa en conexión con modelos 
moleculares; en xeral, as consideracións topolóxicas ocorren en todos os casos 
nos que queremos producir unha estrutura con independencia das magnitudes. 

Paga a pena reflexionar un momento sobre que tipo de nocións xeométricas 
pasan ao taboleiro da topoloxía. Esas nocións son as de congruencia e de 
semellanza. A congruencia de triángulos xoga a parte máis importante en xeo-
metría, xa que outras figuras planas poden dividirse en triángulos; os polígonos 
pódense dividir mediante diagonais.  
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Incluso se pode considerar un círculo como composto de triángulos de modo 
aproximado (volveremos a esta aproximación), se debuxamos os raios bastante 
próximos uns dos outros  

	

de xeito que cada anaco de arco sexa case como unha liña recta. (Sei que este 
«case» é un recordo escolar desagradable, hai un certo sentido de incerteza 
asociado a el. Prometo que máis tarde lle daremos un significado preciso). Dous 
triángulos son congruentes se un se pode colocar sobre o outro de xeito que o 
recubra exactamente; por exemplo, os dous triángulos de abaixo son así: 

	

Pódeste convencer diso cortándoos en papel e transformándoos en posicións 
idénticas. Cando os coloques un sobre o outro, os seis elementos (tres lados e 
tres ángulos) estarán cubertos exactamente. Para conseguir isto abonda que 
certos pares de elementos sexan iguais, por exemplo cando os dous lados e o 
ángulo incluído dun triángulo sexan iguais aos dous lados e o ángulo que inclúen 
do outro triángulo. 

	

Xa que sabemos que os elementos debuxados en trazo groso son iguais, 
podemos colocar os ángulos iguais uns sobre os outros, e entón os puntos finais 
dos lados adxacentes tamén estarán uns sobre os outros; o terceiro lado do 
triángulo superior atópase entre estes dous puntos, polo que non lle queda outra 
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que estar no terceiro lado do triángulo inferior, cos ángulos cubríndose 
igualmente. 

Dous triángulos son semellantes se a súa forma é similar, pero poden ter 
diferentes tamaños; un podería ser unha copia pequena do outro. 

	

Podemos imaxinar isto pensando que lle sacamos unha foto ao triángulo 
grande e a cámara fixo o triángulo máis pequeno. Será fácil ver que podemos 
escoller a lonxitude dun dos lados do triángulo pequeno ao noso gusto, xa que 
imos supoñer que a nosa cámara pode facer as cousas tan pequenas como 
queiramos. Certamente tamén debemos supoñer que non distorce; é dicir, que 
fai que os outros dous lados sexan máis pequenos na mesma proporción. Na 
figura pequena, os lados afástanse uns dos outros na mesma medida, de xeito que 
os ángulos non se alteran. Vemos, xa que logo, que os lados dos triángulos 
semellantes son maiores ou menores ca o outro na mesma proporción (expre-
samos isto dicindo que son proporcionais) e os seus ángulos correspondentes son 
iguais. 

Para isto, por outra banda, abonda que dous dos ángulos sexan iguais, dado 
que, se queremos debuxar un triángulo semellante a un triángulo dado,  

	

podemos tomar calquera lado do triángulo, por exemplo o inferior, menor ou 
maior.  

	

Despois debuxamos os dous ángulos inferiores do triángulo  
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e xa o usamos todo: se prolongamos os brazos dos dous ángulos, o triángulo 
pecharase  

	

e o triángulo resultante será semellante. Entón, a similitude realmente decídese 
pola igualdade de dous conxuntos de ángulos correspondentes. 

En xeometría non paramos de toparnos con figuras congruentes e semellantes; 
por exemplo, no trapecio isósceles de abaixo, os triángulos brancos son 
congruentes e os sombreados son semellantes:  

	

Agora ben, en topoloxía non podemos tratar con congruencia ou semellanza; 
se estiramos e comprimimos figuras, tanto o tamaño como a forma modifícanse, 
as liñas rectas poden resultar dobradas en curvas, ata poden escapar do seu plano. 

É interesante, porén, que se poidan usar consideracións topolóxicas para 
decidir a cantidade de sólidos regulares, aínda que a «regularidade» dos sólidos 
está intimamente ligada á congruencia, é dicir, ás medicións. Un sólido convexo 
é regular se está delimitado por figuras planas con lados iguais e ángulos iguais, 
coma estas:  

	

Todas as figuras delimitadoras dun destes sólidos son congruentes e en cada 
vértice xúntase o mesmo número delas. O tratamento deste problema por parte 
da topoloxía limítase a certas propiedades dos sólidos regulares, é dicir, que cada 
cara está delimitada polo mesmo número de arestas e que en cada vértice se 
xuntan o mesmo número de arestas. Estas propiedades non teñen nada que ver 

…
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co tamaño nin coa forma. Deste xeito é posible demostrar por medio de 
ferramentas exclusivamente topolóxicas que só pode haber cinco sólidos que sa-
tisfagan estes poucos requisitos. 

Para probar que realmente hai cinco corpos que satisfán estas condicións uti-
lizamos a rama da xeometría que pode medir. Tres destes corpos están delimi-
tados por triángulos, o ben coñecido cubo está delimitado por cadrados e o outro 
está delimitado por pentágonos. 

	

Este é un descubrimento sorprendente xa que no plano non hai razón para 
que non haxa polígonos regulares con tantos lados como queiramos. A sucesión 
mostrada anteriormente podería seguir indefinidamente. Polo tanto, o que ima-
xinemos no plano non debe ser transferido sen máis ás tres dimensións. No 
espazo moitas cousas ocorren de xeito ben diferente. 

De novo paga a pena reflexionar un pouco sobre isto. Naturalmente, antici-
paramos que iamos topar con novos fenómenos no espazo, xa que é moito máis 
doado moverse no espazo que nun plano. Esperabamos que houbese máis po-
sibilidades que nun plano, por exemplo unha maior variedade de tipos de sólidos 
regulares. Pero isto quere dicir que, xeralmente, máis posibilidades crean 
condicións máis difíciles de cumprir, xa que hai máis opcións á hora de impo-
ñermos as condicións. A diferenza das figuras planas, nas que nun vértice só se 
poden xuntar dous lados, nun vértice dun sólido tridimensional pódese xuntar 
calquera cantidade de arestas, e é máis, calquera número de caras; podería ter 30 
arestas xuntas nun vértice, 3 noutro, unha cara podería ser un triángulo, mentres 
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que outra podería ser un polígono con 30 lados. É unha restrición extremada-
mente forte para un sólido non permitirlle facer uso de todas estas posibilidades, 
limitándoo a un número igual de arestas en cada vértice e no contorno de cada 
cara. En total, só cinco sólidos lles poden facer fronte a estas restricións. 

Resulta estraño que me acordase da topoloxía pensando como facer a suma 
1 + 2 + 3 +⋯+ 𝑛 dun xeito elegante. Isto demostra tamén que as matemáticas 
son un todo orgánico: onde queira que tocamos, vénnos á mente toda unha ca-
terva de conexións coas demais ramas. 

 



 

68 

6. ANALIZANDO TODAS AS POSIBILIDADES  

Probablemente o profesorado non se molestará en saber de cantas formas é 
posible facer parellas co alumnado da súa clase; resolverá satisfactoriamente o 
problema de emparellalos tendo en conta as amizades e hostilidades entre eles. 
Pero a mocidade investigadora, que aínda está chea de curiosidade, vai querer 
analizar todo o abano de posibilidades. Nun curso da primeira etapa da ESO, 
cando estabamos comentando un detalle da multiplicación por 357, é dicir, que 
poderiamos comezar a multiplicación polas unidades ou polas centenas, alguén 
preguntou inmediatamente se non se podía comezar polas decenas. 

Cando respondín que podían, pero que terían que ter moito coidado ao 
escribir os produtos parciais, de inmediato quixeron saber de cantas formas 
realmente se podía facer unha multiplicación determinada. Por esta razón, vinme 
obrigada a facer unha pequena excursión pola teoría de permutacións e 
combinacións, a rama das matemáticas que trata co número de arranxos posibles. 

Non creo que haxa neno que non estea interesado en saber cantas bandeiras 
diferentes se poden facer con tres cores. Por suposto, cunha única cor só se pode 
facer unha bandeira:  

	

e a esta podémoslle engadir unha tira doutra cor só de dúas maneiras (se 
queremos usar todas as cores unha única vez): temos que poñela, ben por baixo, 
ben por riba, da primeira tira:  
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Como se pode engadir outra cor máis? Poderiamos colocala enriba, entre as 
dúas ou debaixo. A partir da bandeira de dúas cores da esquerda podemos entón 
facer tres novas bandeiras:  

	

e podemos facer o mesmo coa bandeira da dereita:  

	

Así, con tres cores podemos fabricar 2 × 3 = 6  bandeiras. Agora podemos 
facer o mesmo con catro cores. A cuarta cor pódese colocar por riba da primeira 
cor, entre a primeira e a segunda, entre a segunda e a terceira, e, finalmente, 
debaixo da terceira cor, e isto pódese facer con calquera das bandeiras de tres 
cores. Deste xeito, a partir de cada bandeira de tres cores podemos facer catro 
bandeiras de catro cores, por exemplo a partir da primeira podemos facer: 

	

Deste xeito, polo tanto, de 2 × 3 = 6 bandeiras de tres cores podemos fabricar 
2 × 3 × 4 = 6 × 4 = 24 bandeiras con catro cores. Podemos poñer o 1 como un 
factor, xa que non fai diferenza, e entón observamos a seguinte fermosa 
regularidade:  
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O número de bandeiras monocolores… 1  
O número de bandeiras bicolores… 1 × 2 = 2  
O número de bandeiras tricolores… 1 × 2 × 3 = 6  
O número de bandeiras cuadricolores… 1 × 2 × 3 × 4 = 24 

Está claro que o procedemento será o mesmo aínda que non se trate de cores. 
Por exemplo, podes servirlles sopa a cinco nenos en 1 × 2 × 3 × 4 × 5 = 120 ordes 
diferentes, ou calquera seis «elementos» poden ser arranxados, ou «permutados», 
de 1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6 = 720 diferentes maneiras. Na expresión 

1	×	2	×	3	×	4	×	5	×	6	

recóllese o seguinte comando: multiplicar todos os números do 1 ao 6, e ningún 
máis. Normalmente abréviase escribindo só o último factor e poñendo un signo 
de exclamación despois del, así que un xeito curto de escribir o anterior sería  

6!	

Xa que estamos a tratar de factores, dicimos seis factorial cando o lemos. Por 
exemplo: 

1!	=	1,	2!	=	1	×	2,	3!	=	1	×	2	×	3	etcétera.	

O valor do factorial depende, por suposto, de ata onde se multiplica, polo que 
volvemos atopar unha función. Construímos rapidamente o seu «cadro de febre», 
representando na horizontal o número en que detemos as multiplicacións e cara 
a arriba o factorial correspondente. 

	

21 43 21 431 2 2 4 8
16

6
24
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Podemos ver que ao principio a curva dos factoriais se mantén por baixo da 
exponencial (mira a porción entre 1 e 2, por exemplo), pero despois sobe por 
riba da curva das potencias e dispárase moito máis abruptamente. E isto non só 
é certo das potencias de 2; a curva factorial sobe máis forte que a curva de 
calquera potencia. Por suposto, isto é bastante natural; calquera que sexa o valor 
da base, por exemplo 100, cando a elevamos a unha potencia, sempre 
multiplicamos polo mesmo 100. Os primeiros 99 factores do factorial son, 
naturalmente, menores ca 100, pero despois dun cento de veces aumentan e 
pasamos a multiplicar por 100, 101, 102, 103…, e así, tarde ou cedo, tomarán 
vantaxe. 

Fomos quen de calcular o número de bandeiras de dúas, tres e catro cores, 
progresivamente, a partir do número de bandeiras dunha cor mediante a fermosa 
sucesión regular: 

1	×	2,	1	×	2	×	3,	1	×	2	×	3	×	4…	

Outros problemas na teoría de permutacións tamén levan a resultados 
igualmente fermosos. Por exemplo, xa sabemos como seleccionar todas as 
posibles parellas a partir dun certo número de elementos: demostramos que de 
8 elementos podemos facelo de  

8 × 7
2

	

formas diferentes; de 15 elementos, 
15 × 14

2
	

formas diferentes etc. A partir destes pares, non se podería construír paso a paso 
o número de posibles grupos de 3, de 4 e de 5 elementos que poden ser escollidos 
dun determinado número de elementos?  

Vexamos de cantas formas podemos engadir un terceiro elemento a un dos 
pares construídos a partir dos elementos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, por exemplo a 

1,	2.	

Neste caso, ignoraremos a orde de elección dos elementos; só nos preocu-
paremos de se un determinado elemento se integrou nun grupo ou non (por 
exemplo, podemos considerar o problema de nomear un comité de 3 persoas 
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dun grupo de 8, o único que conta é quen será nomeado). Polo tanto, para o par 
1, 2 poderiamos engadir calquera dos 6 elementos restantes e así obtermos os 
seguintes seis grupos de tres:  

	

(polo de agora, ignora a liña do medio). 
Do mesmo xeito podemos ampliar todos os demais pares a grupos de tres, de 

seis maneiras diferentes; por exemplo o par 2, 5 pódese ampliar aos grupos  

	ou, ordenados por orde de magnitude,	 	

A primeira vista pode parecer que de 8 elementos podemos construír seis veces 
máis grupos de tres elementos ca pares. Pero, ollo, entre estes hai grupos idénticos, 
por exemplo 1, 2, 5 pódese construír a partir de 1, 2 e de 2, 5 (subliñeinos en 
ambas as relacións) e ademais tamén aparecerá entre as ampliacións do par 1, 5, 
xa que podemos engadir 2 a este par como terceiro elemento. É obvio que cada 
grupo de tres construirase tres veces, é dicir, a partir de cada par que se obtén 
suprimindo un elemento dese grupo de tres. Por exemplo, se eliminamos un 
elemento de 2, 3, 5, quedaremos cun dos seguintes pares: 

	

e o grupo 2, 3, 5 constrúese a partir do primeiro par incorporando un 5, a partir 
do segundo xuntando un 3 e a partir do terceiro mediante un 2. Se, polo tanto, 

2 5 1
2 5 3
2 5 4
2 5 6
2 5 7
2 5 8

1 2 5
2 3 5
2 4 5
2 5 6
2 5 7
2 5 8
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desexamos obter cada grupo só unha vez, debemos dividir por 3. Entón, final-
mente vemos que, para obter todos os grupos de 3 elemento que se poden elixir 
entre 8, debemos multiplicar por 6 o número de pares que se poden elixir entre 
8 elementos e despois dividir o resultado por 3. Xa sabemos que o número de 
pares é "×$

%
; podemos multiplicalo por 6 e deixar a división por 2 para o final:  

8 × 7 × 6
2 	

Aínda necesitamos dividir por 3. Dividirmos por 2 e logo por 3 é o mesmo 
que dividirmos por 2 × 3 (por exemplo, &%

%
	= 6 e '

(
	= 2, e se dividimos 12 por 

2 × 3 = 6, obtemos 2). Entón, por fin, poñendo, por estética, o factor superfluo 
1 no denominador, a partir de 8 elementos podemos escoller  

8 × 7 × 6
1 × 2 × 3

	

grupos de tres. Se partimos de 12 elementos teriamos 

12 × 11 × 10
1 × 2 × 3

	

e, analogamente, se partimos de 100 elementos teriamos: 

100 × 99 × 98
1 × 2 × 3

	

Unha vez que coñecemos o número de grupos de tres, podemos pasar a grupos 
de catro, do mesmo xeito. Consideremos de novo 8 elementos; a partir de cada 
grupo de tres podemos construír 5 grupos de catro engadindo un dos elementos 
restantes: por exemplo, do grupo  

	
podemos construír os grupos:  

	

1 2 3

1 2 3 4
1 2 3 5
1 2 3 6
1 2 3 7
1 2 3 8



I. A APRENDIZ DE MEIGA 

74 

Segundo isto, o número de grupos de catro elementos obtidos debería ser 
cinco veces o número de grupos de tres que tiñamos, pero cada un dos grupos 
de catro vaise obter a partir de 4 grupos de tres. Por exemplo,  

1	2	3	4	
pódese obter a partir  

 de  1 2 3  unindo 4 
 de  1 2 4  unindo 3 
 de  1 3 4  unindo 2  
 e de  2 3 4  unindo 1  

así que, debemos dividir o resultado por 4. O número de grupos de tres era 
1

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙

	

polo que debemos multiplicar por 5 e dividir por 4. O número de grupos de 4 
será: 

8 × 7 × 6 × 5
1 × 2 × 3 × 4

	

Seguro que xa te deches conta da regra. O número de grupos de 7 que se 
poden elixir entre 10 elementos é: 

10 × 9 × 8 × 7 × 6 × 5 × 4
1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6 × 7

	

Este tamén é un fermoso resultado: cando eliximos grupos de 7 temos un 
número de sete factores, tanto no numerador coma no denominador, só que no 
denominador os factores van aumentando desde 1, mentres que no numerador 
van diminuíndo desde 10, se estamos a elixir entre 10 elementos. 

Por exemplo, o número de elementos individuais que se poden elixir de 5 
elementos é #

&
	= 5, o que é obvio; o número de grupos de tres que se poden elixir 

entre tres elementos é 
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3 × 2 × 1
1 × 2 × 3 =

6
6 = 1	

e isto tamén é bastante obvio, posto que, de tres bólas, podemos elixir as tres 
dunha soa maneira. Tamén hai só un xeito de retirar a man sen elixir ningunha 
bóla, sen importar cantas bólas haxa na bolsa. Entón, conveñamos en que, por 
máis elementos que esteamos a elixir, o número de combinacións de cero ele-
mentos será 1. Polo tanto, o número de combinacións pódese expresar na 
seguinte táboa:  

	

Podemos organizar estes resultados na seguinte orde, se engadimos outro 1 
na posición máis alta, correspondente ao feito de que só hai un xeito de retirar a 
man con nada dentro dun saco baleiro, é dicir, o número de cero combinacións. 
Un número cero de elementos tamén pode considerarse como  

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙

	

Esta figura triangular chámase triángulo de Pascal. Ten unha lista de propie-
dades interesantes. Para comezar, é natural que sexa simétrico, é dicir, que o seu 
lado esquerdo sexa unha imaxe especular do dereito, xa que, por exemplo, sacar 
1 bóla de 3 é o mesmo que deixar 2 bólas de 3 no saco. Do mesmo xeito, se 
estamos a construír pares de 5 elementos, cada vez que construímos un par, 
tamén construiremos un grupo de tres cos elementos restantes, é dicir, no caso 
de 5 elementos, o número de pares é o mesmo que o número de grupos de tres 

ningún un dous tres catro

de1 1 1
1
=1 – – –

de 2 1 2
1
= 2 2×1

1×2
=1 – –

de 3 1 3
1
= 3 3×2

1×2
= 3 3×2×1

1×2×3
=1 –

de 4 1 4
1
= 4 4×3

1×2
= 6 4×3×2

1×2×3
= 4 4×3×2×1

1×2×3×4
=1
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elementos. E estes son exactamente os números que aparecen no triángulo de 
Pascal, como imaxes especulares un do outro. 

Hai outra propiedade que dá unha regra simple para construír as outras filas 
no triángulo de Pascal. Na terceira fila, non escribín o 2 entre o 1 e o 1 da 
segunda fila porque si; fíxeno porque 1 + 1 = 2. Do mesmo xeito, na cuarta, 3 
está entre o 1 e o 2 da terceira, e 1 + 2 = 3, e así sucesivamente. Isto continúa así 
regularmente e, dado que 1 + 4 = 5 e 4 + 6 = 10, a seguinte fila na figura será  

1				5			10		10			5			1	

e, de igual xeito, a seguinte será  

1			6			15			20			15			6			1.	

A proba tamén é bastante sinxela, pero conformémonos cunha verificación. 
O primeiro 15 está no lugar do número de pares que se poden construír con 

seis elementos. O número en cuestión vimos que vén dado por 

6 × 5
1 × 2 =

30
2 ,
	

que é precisamente 15. 
De aí resulta que a suma dos termos de cada fila é o dobre da suma dos da fila 

anterior. Como exemplo, construímos a fila que segue á que escribimos. Iso faise 
así:  

	
e vemos claramente que, nesta fila, cada termo da fila  

1			6			15			20			15			6			1	

aparece exactamente dúas veces. 
Isto pon o foco sobre outra propiedade do triángulo de Pascal: sumando os 

termos dunha fila obtemos as potencias sucesivas de 2. Xa que este é o caso no 
inicio (ademais do 1 superior), é dicir, 1 + 1 = 2 = 2(, 1 + 2 + 1 = 4 = 2#, non hai 
que preocuparse por mirar máis lonxe; se esta propiedade é certa para unha fila, 
entón será «herdada» pola seguinte fila. Sabemos que a suma dos termos de cada 
fila é o dobre da suma dos termos da fila anterior, e, se multiplicamos unha 

1 1!  + 6 6!  + 15 15!"# + 20 20!"$ #$  + 15 15!"# + 6 6!  + 1 1!   
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potencia de 2 por 2, obteremos un produto 2 × 2 × 2 ×⋯× 2 × 2, cun 2 máis, é 
dicir, conseguiremos a seguinte potencia de 2. 

Este tipo de proba, que se basea enteiramente na construción da sucesión dos 
números naturais, chámase indución matemática. 

A sucesión de números naturais comeza con 1 e, se continuamos contando 
un máis, podemos chegar a calquera membro da sucesión. A idea da indución 
matemática é simplemente que se algo é verdadeiro ao comezo da sucesión 
numérica, e se ese algo é «herdado» cando pasamos dun número ao seguinte, 
entón tamén é certo para todos os números naturais. Isto dános un método para 
probar algo para todos os números naturais, mentres que comprobar todos estes 
números é imposible cos nosos cerebros finitos. Necesitamos probar só dúas cou-
sas, ambas concibibles polos nosos cerebros finitos: que a afirmación en cuestión 
sexa certa para 1 e que sexa «herdada» polo seguinte. 

Esta é unha lección moi importante: en matemáticas o finito permite concibir 
o infinito. 

Quen guste de xogar con multiplicacións estará familiarizado coas primeiras 
filas do triángulo de Pascal. Se construímos as sucesivas potencias de 11, 
atopamos que: 

	

11         =            11         =               1       11
11        =                           =          1       2      1   2

11        =                         =        1      3      3       13

11       =                          =    1      4      6      4      14

111111121
× 11
1211211211331
× 11

1331
1464113311331× 11
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As cifras dos resultados son os números do triángulo de Pascal. Quen mire 
detidamente as multiplicacións darase conta de inmediato por que isto é así; 
cando sumamos os produtos parciais, levamos a cabo as mesmas sumas que na 
construción das filas do triángulo de Pascal (no caso de 115 deixa de funcionar 
porque na suma dos produtos parciais hai que «levar» 

	

mentres que a fila correspondente no triángulo de Pascal é 1 5 10 10 5 1).  

11	en	realidade	é	10	+	1,	

121	=	100	+	20	+	1	=	1	×	102	+	2	×	10	+	1,	

1331	=	1000	+	300	+	30	+	1	=	1	×	103	+	3	×	102	+	3	×	10	+	1,	

e así sucesivamente. Así, os números do triángulo de Pascal aparecen como os 
coeficientes das potencias de 10, en orde descendente, na expresión das sucesivas 
potencias de 10 + 1. O segundo termo en 10 + 1 é 1, e cada potencia de 1 é 
sempre 1 (xa que 1 × 1 = 1), e por iso non semella que as potencias do segundo 
termo aparezan na expresión. Pero podémolas meter camufladas do seguinte 
xeito:  

11! = 1331 = 1000 + 300 + 30 + 1																																											
= 𝟏 × 10! + 𝟑 × 10# × 1 + 𝟑	 × 10 × 1# + 𝟏 × 1!	

Vemos que, mentres as potencias do primeiro termo decrecen, as do segundo 
aumentan. A importancia disto reside no feito de que podemos xeneralizar esta 
expresión para xerar a expansión en potencias doutras cantidades que sexan suma 
de dous termos. Por exemplo:  

73	=	(5	+2)3	=	1	×	53	+	3	×	52	×	2	+	3	×	5	×	22+	1	×	23	

11       =                         5
161051

146411464114641× 11
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Despois do que vimos, non sería difícil probar isto no caso xeral, pero 
conformarémonos cunha comprobación numérica:  

	

e, de feito, 7! = 7 × 7 × 7 = 49 × 7 = 343. 
Iso resulta moi útil; en vez de elevar un número a unha potencia, con fre-

cuencia, é máis doado dividir o número en dous termos cuxas potencias son fá-
ciles de calcular. 

Por exemplo, hai a quen non lle gusta multiplicar por 7; cando calculamos a 
forma expandida de (5 + 2)', só necesitamos facer multiplicacións fáciles, é dicir, 
por 5 e por 2 (estas, se se puider, deberían organizarse de modo que se produzan 
tantas multiplicacións por 10 como sexa posible; a multiplicación por 10 é 
realmente un xogo de nenos). 

Outro nome para «dous termos» é binomio, por iso esta expansión se 
denomina teorema do binomio e os números no triángulo de Pascal se chaman 
coeficientes binomiais. 

A potencia 2 é a que se necesita máis a miúdo. A segunda fila do triángulo de 
Pascal é:  

1			2			1	

De acordo con isto, se queremos calcular (5 + 3)2, estes son os números polos 
que debemos multiplicar; fórmase a expresión coas potencias de 5 diminuíndo 
desde 2 ata 0 e coas potencias de 3 aumentando desde 0 ata 2, de modo que  

(5	+	3)2	=	1	×	52	+	2	×	5	×	3	+	1	×	32 

ou, deixando de lado os factores 1 superfluos, 

(5	+	3)2	=	52	+	2	×	5	×	3	+	32.	

Así obtemos a coñecida regra (da que poida que teñas recordos!): para elevar 
ao cadrado a suma de dous termos, sumamos o cadrado do primeiro con dúas 
veces o primeiro multiplicado polo segundo co cadrado do segundo. 

1×53 = 5×5×5= 25×5= 125
3×52 ×2 = 3×5×3×5= 150
3×5×22 = 3×5×2×2 = 3×10×2 =  60
1×23 = 2×2×2 = 4×2 =    8

 343 
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Por suposto, poderiámolo ver dun xeito moito máis sinxelo, por exemplo 
mirándoo xeometricamente. Sabemos que a área dun rectángulo é o produto das 
lonxitudes dos dous lados adxacentes. Polo tanto, inversamente, se temos un 
produto, podemos representalo mediante a área dun rectángulo, cuxas lonxi-
tudes dos lados adxacentes son os factores. Por exemplo, aquí está a representa-
ción do produto 3 × 5  

	

e o do produto 52 = 5 × 5  

	

Isto é, naturalmente, un cadrado. Por iso, elevar á segunda potencia tamén se 
di elevar ao cadrado. 

Representemos agora a expresión (5 + 3)2: 

	

5

5 × 3 3

5

5 × 5 = 525

35

(5 + 3)2

3

5
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Aquí perdeuse de vista a identidade separada dos termos, pero dividir o 
cadrado na forma que se amosa botará máis luz sobre o papel que desempeñan 
os sumandos. 

	
Das pezas producidas vemos que a área do cadrado maior é de 52 e que a área 

do cadrado menor é 32. Ademais destes hai dous rectángulos con áreas de 5 × 3 
unidades cada unha, facendo entre as catro o cadrado orixinal. Polo tanto:  

(5	+	3)2	=	52	+	2	×	5	×	3	+	32	

Isto é tan claro coma as figuras dos libros de texto hindús. Os hindús non 
cren en moita verborrea. Establecen o teorema: unha suma de dous termos pode 
ser elevada ao cadrado de tal xeito. E escriben: «Véxase abaixo» e debuxan unha 
figura que o explica todo:  

	

Quen teña ollos para ver verá. 

35

3

3

5

5

3

5

b2

a × b

a × b

a2



 

82 

7. DÁNDOLLE COR Á SUCESIÓN DE NÚMEROS GRISES 

Os hindús foron excelentes matemáticos desde tempo inmemorial e teñen habi-
lidades particulares neste campo. Lembro a seguinte anécdota que me contaron 
dun dos seus científicos: unha vez, un amigo seu europeo preguntoulle de broma 
se o número 1729, da matrícula do taxi que acababa de chegar, era un número 
de mala sorte; el respondeu con toda naturalidade: «Non, ao contrario, este 
número 1729 é un número moi interesante. É o primeiro número que se pode 
expresar de dous xeitos como suma de dous cubos, xa que 10! + 9! e 12! + 1! 
son ambos os dous 1729».  

Para os hindús, incluso os números de catro díxitos son, dalgún xeito, como 
amigos persoais dos que coñecen as súas peculiaridades, como podemos facer nós 
cos números pequenos. Para o noso alumnado de primaria, o 2 non é só un dos 
moitos números grises, senón que ten unha individualidade que aprendeu a re-
coñecer en moitos dos seus aspectos: é o primeiro número par, é 1 + 1, é a metade 
de 4 e así sucesivamente. Pero aínda que «individualizásemos» os números ata 
10, ou ata números tan grandes coma os hindús, non serían máis ca unha minús-
cula fracción da sucesión infinita dos números, que se acabaría diluíndo na masa 
gris. 

Sabemos que hai números pares; si, cada segundo número é par:  

1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	9,	10,	11,	12…	

Do mesmo xeito cada terceiro número é divisible por 3,  

1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	9,	10,	11,	12…	

cada cuarto número, por 4,  

1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	9,	10,	11,	12…	
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etcétera. Estas non son máis que ondas, unhas pequenas, outras máis grandes, 
pero, unha vez que comezan, van roulando sen parar con monótona regularidade. 
Non hai aquí ningunha sorpresa, ningún imprevisto puntual, que lle dea chispa 
a esta monotonía? Afortunadamente haina: é a distribución dos números primos, 
que é bastante imprevisible e da que resulta imposible extraer ningún patrón 
regular. Recordemos o que é a divisibilidade:  

Os divisores de 10 son 1, 2, 5 e 10.  
Os divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6 e 12.  
Pero os únicos divisores de 11 son 1 e 11. 

Todo número é divisible por 1 e por si mesmo. Hai números que non son 
divisibles por ningún outro número ademais destes, como, por exemplo, 11. 
Estes son os chamados números primos. 

O número 1 compórtase irregularmente desde este punto de vista, só ten un 
divisor, 1, e coincide con el mesmo. Por esta razón é usual non incluír o 1 entre 
os números primos. Segundo esta convención, o número primo máis pequeno é 
2, e este é tamén o único número primo par, xa que todo número par é divisible 
por 2. De acordo con isto, un número par só pode ser número primo se o divisor 
é o propio número, é dicir, 2. 

O que dá importancia aos números primos é o feito de que todos os demais 
números se poden construír a partir deles como se de ladrillos se tratase. Por esta 
razón aos outros números chámaselles números compostos. Podémolo formular 
con máis precisión dicindo que cada número composto se pode descompoñer 
como produto de números primos. 

Tratemos, por exemplo, de escribir 60 como produto:  

60 = 6 × 10	

Ambos, 6 e 10, poden descompoñerse aínda máis en factores,  

6 = 2 × 3	e	10 = 2 × 5,	

e escribíndoos no lugar de 6 e 10, temos 

60 = 2 × 3 × 2 × 5,	

onde todos os seus factores son números primos. 
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Poderiamos facelo doutro xeito, porque xa vimos que 60 se pode expresar 
como produto de dous números de varias maneiras diferentes. Se comezamos 
con  

60 = 4 × 15,	

onde 4 = 2 × 2 e15 = 3 × 5, temos  

60 = 2 × 2 × 3 × 5,	

ou, se eliximos a factorización  

60 = 2 × 30,	

entón 30 = 5 × 6 e 6 = 2 × 3, así que 30 = 5 × 2 × 3,  
ou 30 = 2 × 15 e 15 = 3 × 5, así que 30 = 2 × 3 × 5,  
ou 30 = 3 × 10 e 10 = 2 × 5, así que 30 = 3 × 2 × 5.  

Vemos que 30 sempre se pode descompoñer como produto dos números 
primos 2, 3 e 5. Se escribimos este produto en lugar de 30, temos  

60 = 2 × 2 × 3 × 5.	

Comecemos por onde comecemos, 60 sempre vai quedar descomposto en 
produto dos mesmos números primos, como moito poden aparecer en orde 
diferente. Ordenando e escribindo os produtos de factores iguais como potencias, 
temos  

60 = 2# × 3 × 5.	

É igual de fácil dividir calquera número composto nos seus factores primos (e 
pódese probar que sempre obtemos o mesmo tipo de factorización). Se ao 
principio quedamos atascados e non sabemos como comezar, recordemos que o 
divisor máis pequeno dun número, ademais de 1, certamente será un número 
primo, xa que se fose composto, entón tería que ter un divisor menor ca el, que 
tamén sería divisor do número orixinal. Así, buscando sempre o divisor máis 
pequeno, podemos atopar facilmente os factores primos de calquera número. Por 
exemplo:  

90 = 2 × 45 = 2 × 3 × 15 = 2 × 3 × 3 × 5	
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Unha descomposición así dun número dános unha idea da estrutura do 
número; por exemplo, podemos sacar de inmediato que os divisores de 90, 
ademais de 1, son: 

• números primos:  
2,	3,	5,	

• produtos de dous números primos:  

2	×	3	=	6,	2	×	5	=	10,	3	×	3	=	9,	3	×	5	=	15,	

• produtos de tres números primos:  

2	×	3	×	3	=	18,	2	×	3	×	5	=	30,	3	×	3	×	5	=	45,	

• produto de catro números primos:  

2	×	3	×	3	×	5	=	90.	

Paga a pena trabar amizade cos ladrillos con que se constrúen os números. 
Intentemos escribir os números primos en orde. Sabemos que o número primo 
máis pequeno é 2, e que podemos deixar fóra todos os outros números pares, xa 
que todos estes son divisibles por 2. Despois, 3, 5, e 7 son números primos; é 
tentador dicir que 9 tamén é un número primo, pero non o é, xa que 9 é divisible 
por 3. Agora podemos pensar que a partir de aquí os números primos van rarear, 
pero de novo non o fan pois 11 e 13 son números primos. 

Por unha vez vouche pedir un pequeno esforzo: trata de enumerar 
mentalmente todos os números primos, polo menos, ata 50. Como 
comprobación, a continuación tes a sucesión escrita, pero só apreciarás a súa 
irregularidade se a percorriches por ti mesmo, cometendo varios erros ao facelo. 

A sucesión dos números primos é a seguinte: 

2,	3,	5,	7,	11,	13,	17,	19,	23,	29,	31,	37,	41,	43,	47…	

Os gregos legáronnos unha idea intelixente mediante a cal podemos construír 
esta sucesión irregular mecanicamente sen posibilidade de erro. Anotemos todos 
os números de 2 a 50. O primeiro número debe ser un número primo (aínda 
que non soubésemos cal é, deberiamos estar seguros de que é así), pois todos os 
seus divisores á parte de si mesmo deben ser menores ca el mesmo e (ademais do 
1) terían que vir antes del, pero non hai nada antes. Este primeiro número é 2. 
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Cada segundo número é un múltiplo de 2, e así, á parte do 2, non hai ningún 
número primo. 

Entón, a partir de 2, imos riscando cada segundo número. 

	

O primeiro número que permanece despois do número 2 de novo só pode ser 
un número primo, xa que só pode ser un múltiplo de números que o preceden, 
e só hai un número cuxos múltiplos riscamos. Vexamos este número: 3. Cada 
terceiro número é un múltiplo de 3, así que de aquí en diante imos riscar cada 
terceiro número (non importa se algúns números se riscan dúas veces). 

	

Entón seguimos do mesmo xeito. Mantemos o número 5, pero naturalmente 
riscamos todos os múltiplos de 5. Así que, despois de 5, hai que riscar cada quinto 
número; de xeito similar, despois de 7 hai que riscar cada sétimo número.  

	

Non necesitamos ir máis lonxe, xa que o primeiro número restante é 11 e, se 
multiplicamos 11 por un número maior ca 7, obteremos un número maior ca 
50 e os múltiplos menores de 11 xa foron excluídos. Os números que sobre-
viviron son:  

2,	3,	5,	7,	11,	13,	17,	19,	23,	29,	31,	37,	41,	43,	47,	
os números primos menores ca 50 que escribimos antes. 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45
46 47 48 49 50
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É posible construír unha máquina que leve a cabo todas estas instrucións, e 
así daría todos os números primos ata un certo lugar. Pero isto non cambia o 
feito de que os números primos aparecen unha e outra vez dun xeito máis 
imprevisible por máis lonxe que nos apeteza chegar. 

Por poñer un caso, pódese probar que é posible atopar ocos tan grandes como 
queiramos entre números primos consecutivos, sempre que avancemos abondo 
na sucesión de números. Por exemplo, os resultados das seguintes operacións 
producirán un oco de seis unidades, é dicir, seis números sucesivos, ningún dos 
cales é un número primo:  

2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	2	 2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	3	

2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	4	 2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	5	

2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	6		 2	×	3	×	4	×	5	×	6	×	7	+	7		

Estes son, de feito, números sucesivos, cada un deles é só unha unidade máis 
ca o anterior, e ningún deles é un número primo, xa que 2 × 3 × 4 × 5 × 6 × 7 é 
divisible por cada un dos seus factores. Polo tanto, o noso primeiro número é tal 
que ambos os termos son divisibles por 2; analogamente, o segundo número é 
divisible por 3; o terceiro, por 4; o cuarto, por 5; o quinto, por 6, e o sexto, por 
7. Se calculamos este número, temos 

2 × 3 × 4 × 5 × 6 × 7 = 5040	

así que os seis números sucesivos son  

5042,	5043,	5044,	5045,	5046,	5047.	

Estes números son bastante grandes e estivemos obrigados a facer un longo 
camiño na sucesión de números para atopar unha lagoa de seis termos entre os 
números primos mediante este método. 

Por suposto, é posible que haxa unha lagoa igual entre números primos 
bastante antes. Se non temos inconveniente en percorrer un longo camiño, 
podemos atopar un oco de 100 termos da mesma forma, engadindo ao produto 
de todos os números entre 2 e 101  

2 × 3 × 4 × 5 ×⋯× 100 × 101	
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primeiro 2, despois 3, despois 4 e finalmente 101. Con este método podemos 
atopar un oco tan longo como queiramos. 

Por outra banda, no exame feito ata agora da sucesión numérica, atopamos 
unha e outra vez números impares consecutivos que resultan ser números primos; 
así, por exemplo, ao comezo da sucesión numérica temos 3 e 5, 5 e 7, 11 e 13 
ou 29 e 31. Os matemáticos teñen a idea de que seguirá habendo tales números 
primos «xemelgos» por moi lonxe que vaiamos na sucesión numérica, é dicir, 
máis aló da parte examinada ata o momento, pero ata agora non se puido 
demostrar de ningunha forma xeral. 

Por suposto, podémonos preguntar: hai números primos entre números 
aleatorios tan grandes como queiramos? Só colorean a primeira parte da sucesión 
numérica? Para esta pregunta temos unha resposta, de feito, desde hai 2000 anos; 
Euclides publicou unha proba moi intelixente para demostrar que hai un 
número infinito de números primos. 

Podemos ver isto do mesmo xeito que a infinidade da sucesión dos mesmos 
números naturais; se alguén di que os números primos terminan en tal ou cal 
número, non se vai saír coa súa, porque podemos demostrar que aínda hai 
números primos máis aló. 

Abonda mostrar isto nun caso; será o mesmo en todos os demais casos. Só 
necesitamos lembrar que cada segundo número é divisible por 2; cada terceiro 
número, por 3, e así sucesivamente. Polo tanto, o número que vén inmediata-
mente despois dun número divisible por 2 non pode ser el mesmo divisible por 
2, o número que vén inmediatamente despois dun número divisible por 3 non 
pode ser divisible por 3, e así sucesivamente. Se alguén afirmase que os seguintes 
son números primos:  

2,	3,	5,	7	

e que non hai máis, poderiamos refutar a súa afirmación construíndo, a partir 
destes, o seguinte número:  

2 × 3 × 5 × 7 + 1	

O número 2 × 3 × 5 × 7 é divisible por 2, 3, 5 e 7; o número que vén xusto a 
continuación, é dicir, 2 × 3 × 5 × 7 + 1, non pode ser divisible por ningún destes 
primos. Pero o pobre número ten que ser divisible por algún número primo, pois 
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segue a ser un número e por iso pode factorizarse en números primos, ou, se por 
casualidade é un número primo, pode, en todo caso, ser dividido por si mesmo. 
Quen fixo a afirmación de que 2, 3, 5 e 7 eran os únicos números primos tivo 
que cometer un erro, pois ten que haber números primos máis aló de 7. E do 
mesmo xeito máis aló de calquera número primo. 

Calculemos este número:  

2 × 3 × 5 × 7 + 1	

O resultado é 211. Podemos convencernos despois dalgúns ensaios de que 
este número non é divisible por ningún outro número ademais de 1 ou por si 
mesmo, é dicir, é un número primo. Este é o número primo cuxa existencia 
proclamei, un número primo maior que 7. Por suposto, isto non quere dicir que 
este sexa o primeiro número primo despois de 7; non poderiamos esperar nin 
por un momento que a sucesión de números primos se puidese construír de xeito 
regular. 

Dito máis exactamente, o noso método asegura que, para atopar un número 
primo despois de 7, non necesitamos ir máis aló de 2 × 3 × 5 × 7 + 1. Do mesmo 
xeito, para atoparmos un despois do 11 non precisamos ir máis aló de 
2 × 3 × 5 × 7 × 11 + 1 . Pero estas son distancias bastante grandes; non sería 
posible atopar números primos dentro de límites máis reducidos? Houbo moita 
investigación sobre este problema. 

Acabo de mencionar un fermoso resultado: un matemático ruso, Tchebicheff, 
demostrou que a partir do número 2 sempre hai un número primo entre calquera 
número e o seu dobre. 

Entre 2 e 4 temos o 3, 
entre 3 e 6 temos o 5, 
entre 4 e 8 temos o 5 e o 7, e 
entre 5 e 10 temos só o 7, 

e, aínda que non parece haber ningunha regularidade nesta situación, porén é 
certo, por lonxe que vaiamos na sucesión de números. Podemos atopar tantos 
números primos como queiramos, entre un número e o seu dobre, se nos mo-
lestamos en ir bastante lonxe. 
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Así, atopamos certa regularidade nestes números primos aparentemente 
incontrolables; non poden afastarse dun xeito moi arbitrario. 

E malia todo, en certo sentido hai unha «regra dos números primos». É no 
sentido de «case», o tipo de sentido no que un círculo se pode considerar como 
o resultado de unir unha chea de triángulos finos (que prometín facer máis 
preciso despois). 

Ata 2, incluído, hai un número primo, é dicir, o propio 2. Ata 3 hai dous, é 
dicir, 2 e 3; ata 4, de novo estes dous; ata 5 hai tres, xa que agora 5 engádese á 
lista; ata 6 aínda son estes tres; ata 7 xa hai catro, é dicir, 2, 3, 5 e 7. Ata 8, 9 e 
10 aínda son os mesmos catro, e así sucesivamente. 

Así, a cantidade de números primos é: 

 

Esta sucesión «salta» cada vez que chegamos a un número primo, e isto ocorre 
a intervalos bastante irregulares. Porén, podemos escribir unha sucesión coñecida 
construída de acordo cunha determinada regra5, na que canto máis avanzamos 
máis se parecen os números aos da nosa sucesión, e así os números nestas dúas 
sucesións son «case» iguais se imos lonxe abondo en ambas as dúas, do mesmo 
xeito que as subdivisións curvas do círculo, tan difíciles de manexar,  

	

son cada vez máis parecidas aos familiares triángulos e, canto máis seguimos as 
subdivisións, máis verdadeiramente se pode dicir que os segmentos circulares son 
«case» o mesmo que os triángulos: 

 
5 Para quen aínda recorda os logaritmos, esta é a sucesión que resulta: $

%& $	
, 	 '
%& '

, 	 (
%& (

, 	 )
%& )

… É pouco 
probable que lembres este tipo de logaritmo: é o chamado logaritmo natural. Volverémolo atopar máis 
adiante. 

ata 2 ata 3 ata 4 ata 5 ata 6 ata 7 ata 8 ata 9 ata 10
1 2 2 3 3 4 4 4 4
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Non é posible imaxinar unha regra exacta para os números primos, pero 
incluso este tipo de «case» regularidade ten o seu significado preciso; manteño a 
miña promesa e volveremos sobre isto máis tarde. 

Nin sequera podería intentar esbozar a proba da regra para os números primos; 
pasou polas mans dos mellores matemáticos durante un longo período de tempo, 
os cales a melloraron aquí e alí ata que alcanzou a súa forma actual. A investiga-
ción aínda está en curso neste campo; inténtase medir, cada vez con máis exacti-
tude, o tamaño do erro cometido ao substituír os termos da nosa sucesión 
irregular polos da sucesión que se pode construír seguindo a regra. Aquí non é a 
utilidade a que inspira a investigación nin a conveniencia, senón a beleza e a 
dificultade do tema. Este é un tipo de beleza moi diferente da beleza dos nosos 
números lúdicos nos resultados que vimos na teoría de permutacións; é máis ben 
a estética da falta de orde. É unha nobre tarefa restrinxir a irregularidade para 
acomodala no regular. 

O feito de que haxa unha regra para os números primos significa que, aínda 
que estes se distribúen irregularmente ao longo das partes que podemos examinar 
da sucesión de números, están suxeitos a algún tipo de orde cando os conside-
ramos na súa totalidade infinita. Lembro algo similar que lin en algures en 
relación co problema do libre albedrío: se vemos un enxame de abellas, de preto 
pareceranos que van voando de aquí para alí en todas as direccións; porén, de 
feito, todo enxame segue avanzando en certa dirección cara a un obxectivo 
definido.
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8. «PENSEI UN NÚMERO»  

Volvamos un momento ás matemáticas de tipo útil. Xa podemos determinar o 
volume dun cubo, pero a miúdo necesitamos coñecer os volumes doutros sólidos 
de formas irregulares e non podemos facelo con medicións directas. Nestes casos 
podemos usar o seguinte método: supoñamos que o noso sólido está feito de 
carballo. Podemos pesalo. Despois podemos esculpir en carballo un cubo de 1 
centímetro (é dicir, cuxo volume ten un centímetro cúbico) e pesalo. O número 
de veces que cabe o peso deste cubo no peso do sólido en cuestión será o volume 
do noso sólido en centímetros cúbicos. 

Aquí non podemos determinar o volume directamente, pero podemos deter-
minar outra cousa coa que o volume está nunha relación coñecida, é dicir, o peso 
do sólido. E, a partir dela, intentamos deducir o volume descoñecido. 

Esta é unha situación moi común nas matemáticas; descoñecemos unha 
cantidade, pero sabemos certas relacións con outras cantidades. A partir destas 
relacións poderemos descubrir o valor da cantidade descoñecida. Desde o punto 
de vista das aplicacións, este proceso é fundamental, e é esencialmente o mesmo 
ca o proceso de resolución do seguinte tipo de problemas ben coñecido: «Pensei 
nun número, sumeille algo, multipliquei o resultado por 3» etc. Enuméranse 
outras operacións que se realizan sobre o número en cuestión e finalmente revé-
lase que, despois de todo iso, o resultado final é, por exemplo, 36. O problema 
vai de descubrir cal era o número orixinal.  

Ben, a ver se o adiviñas: pensei un número, sumeille 5 e obtiven 7; cal foi o 
número que pensei? Todo o mundo saberá que era 2.  

Fagámolo un pouco máis difícil. Penso un número, multiplícoo por 5, logo 
divídoo por 2, logo súmolle 3 e obteño o número 18. En que número pensei? 
Tales problemas adoitan darse verbalmente e non por escrito, polo que calquera 
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que intente resolvelos pronto esquece cales eran as operacións; por iso, é mellor 
ir anotando a medida que se vai dando o problema.  

Como non sabes o número, «chámalle 𝑥». Se o poeta Babits pode escribir  

O Styx agarda a todos os demais ríos.  
Oh, X, o mellor de todos os resolutores! 

entón, quen vaia resolver o problema quizais me permita suxerirlle que use 𝑥 no 
lugar do número descoñecido mentres non o descubra. Así, anotará o seguinte: 
𝑥 era o número orixinal, multiplicámolo por 5 e temos 5𝑥, entón dividímolo por 
2, polo que se converte en 

5𝑥
2 ,	

despois sumámoslle 3, polo que se converte en 
		

5𝑥
2 + 3,	

e sabemos que isto é 18. Noutras palabras 
5𝑥
2 + 3 = 18.	

O número pensado orixinalmente satisfai esta «ecuación» e por iso podemos 
descubrir o seu valor. 

Hai quen ten tal habilidade para os números que pode descubrir o valor do 
número nunha ecuación coma esta. A quen non poida, vaille axudar andar un 
paso para atrás; se algo se converteu en 18 despois de engadir 3, entón tiña que 
ser 15 antes: 

5𝑥
2 = 15	

Deste xeito resulta máis fácil descubrir cal era 𝑥. Quen aínda non o teña pode 
facer máis fáciles as cousas volvendo outro paso atrás. Se conseguimos 15 ao 
dividirmos algo por 2 é porque tiñamos 30 antes de dividilo: 

5𝑥
2 = 15	convértese	en	5𝑥 = 30.	
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Agora xa sabemos que se multiplicamos un número por 5 e temos 30, entón 
o número só pode ser 6. 

Este desmantelamento gradual da ecuación pódese facer con calquera outra 
ecuación. Cando pasamos de 

5𝑥
2 + 3 = 18	

a 
5𝑥
2 = 15,	

o sumando 3 desapareceu da esquerda e pasamos a restar 3 do número á dereita. 
Isto é o que queremos dicir cando falamos de que un termo positivo pode ser 
levado ao outro lado dunha ecuación como un termo que ser restado. Cando 

5𝑥
2 = 15	se	converteu	en	5𝑥 = 30,	

o divisor 2 desapareceu da esquerda, e multiplicamos o número á dereita por 2. 
Isto exprésase dicindo que un divisor pode ser levado ao outro lado da ecuación 
como un multiplicador. En xeral, as operacións opostas pódense pasar dun lado 
ao outro da ecuación. 

Mesmo cando nos enfrontamos a unha ecuación máis revesgada, se pensamos 
un pouco, veremos que segue a ser o mesmo ca o problema de adiviñar un 
número que pensou alguén. Vexamos, por exemplo, este problema: «Un pai ten 
48 anos e o seu fillo ten 23. En cantos anos o pai terá o dobre de anos ca o fillo?». 
Por suposto, hai xente que o descubrirá inmediatamente, sen ningunha ecuación. 
Quen precise algo máis de tempo pode razoar así: alguén máis veloz xa saberá o 
resultado, saberá o número correcto; para nós, este número aínda é 𝑥. Así que 
despois de 𝑥 anos o pai terá o dobre de anos ca o fillo. Como comprobarán que 
pensaron no número correcto? Verán a idade do pai dentro de 𝑥 anos e a idade 
do fillo tamén en 𝑥 anos, e mirarán se en realidade entón o pai dobra ao fillo en 
idade. Dentro de 𝑥	anos a idade do pai é 𝑥 máis ca 48, é dicir, 48 + 𝑥 anos; a 
idade do fillo é de 23 + 𝑥 anos. Así que o que fixeron foi pensar nun número, 
sumarlles este número tanto a 48 coma a 23 e dicir que o resultado da primeira 
suma é o dobre do resultado da segunda: 

48 + 𝑥 = 2 × (23 + 𝑥)	
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E, a partir de aí, temos que descubrir cal é 𝑥. A multiplicación por 2 á dereita 
pódese levar a cabo multiplicando cada un dos dous termos por 2: 

48 + 𝑥 = 46 + 2𝑥	

O 𝑥  á esquerda podémolo pasar á dereita restando, e o 46 da dereita 
podémolo pasar á esquerda restando, para que todos os 𝑥 se acumulen no mesmo 
lado da ecuación: 

48 − 46 = 2𝑥 − 𝑥.	

48 − 46 = 2, e é obvio que, se quitamos un 𝑥 de 2𝑥, quedaremos cun só 𝑥: 

2 = 𝑥,	

así que o número correcto é 2. Dentro de 2 anos, o pai será o dobre de vello ca 
o fillo. De feito, en dous anos o pai terá 50 e o fillo 25. Imos complicar aínda 
máis as cousas. «Penso en dous números, a súa suma é 10. Cales son os dous 
números?». 

Podemos escribir isto como segue: sexan os dous números 𝑥  e 𝑦  (se 
descoñecemos o nome e o primeiro apelido de alguén, podémoslle chamar 𝑥	𝑦). 
Así, a persoa que formula o problema afirma que 

𝑥 + 𝑦 = 10.	

É doado atopar eses números. Por exemplo 1 e 9 valerían. Pero tamén os 
números 2 e 8, ou quizais 4 e 6 poderían ser os números pensados, e aínda hai 
outras solucións. Por suposto, isto é completamente inxusto, xa que é imposible 
descubrir cales eran os dous números que nos daban. Se realmente nos interesa 
sabelo, podemos reclamar con todo o dereito: «Queremos saber algo máis sobre 
estes dous números!». Ben, entón podemos dicir que a diferenza entre os dous 
números é 2: 

𝑦 − 𝑥 = 2	

Agora podemos descubrir facilmente cales son. Os números con suma 10 e 
que difiren un do outro en 2 son 4 e 6. 

Polo tanto, para descubrirmos dúas incógnitas, necesitamos dúas ecuacións, 
é dicir, un dos chamados sistemas de ecuacións. Se non está inmediatamente claro 
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a partir destas ecuacións cales son os números, podemos usar algúns trucos para 
facelos máis facilmente accesibles. 

Por exemplo, se alguén non descubriu que a solución do anterior sistema de 
ecuacións é 4 e 6, podería facer o seguinte: na segunda ecuación, pasar o termo 
que está restando na esquerda para á dereita como termo para sumar, así 𝑦 
quedará só: 

𝑦 = 𝑥 + 2	

Vemos, entón, que o segundo número é 2 máis ca o primeiro número. Así, 
poderiamos formular o problema do seguinte xeito máis simple: «Pensei nun 
número, despois sumeille un número que é 2 máis ca o número que pensara e o 
resultado deu 10; que número pensei?». Podemos escribir isto do seguinte xeito: 

𝑥 + (	𝑥 + 2) = 10	

e nesta ecuación só hai unha incógnita. Podemos descubrir o valor da incógnita, 
pois xa sabemos algúns trucos para facelo. E unha vez que sabemos cal era 𝑥, non 
debemos preocuparnos por cal será 𝑦, pois sabemos que serán dous máis ca 𝑥.  

Aquí vai outro exemplo: «Pensei dous números. Ao primeiro sumeille o dobre 
do segundo e obtiven 11, e ao dobre do primeiro sumeille catro veces o segundo 
e obtiven 22. Que números pensei?». 

O problema pódese escribir en forma curta do seguinte xeito: 
		𝑥 + 2𝑦 = 11
2𝑥 + 4𝑦 = 22	

Se tes ollos, deberías ver de inmediato que o problema non é xusto. Inten-
temos: 1 e 5 satisfán a primeira ecuación, pois 

1 + 2 × 5 = 11	

e os mesmos números tamén satisfán a segunda ecuación, xa que 

2 × 1 + 4 × 5 = 22.	

Poderiamos pensar que xa atopamos os números descoñecidos. Pero botemos 
outra ollada. Os números 3 e 4 tamén satisfán a primeira ecuación, xa que 

3 + 2 × 4 = 11	
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e tamén a segunda, xa que 
2 × 3 + 4 × 4 = 22.	

Parece que cada par de números que satisfagan a primeira ecuación tamén 
satisfán a segunda. A segunda condición non axuda a elixir entre estes pares un 
determinado. Pero isto é realmente natural. Calquera que sexan 𝑥  e 𝑦 , 2𝑥  é 
sempre o dobre de 𝑥 e 4𝑦 é sempre o dobre de 2𝑦, polo que obviamente a súa 
suma 2𝑥 + 4𝑦 ten que ser o dobre de 𝑥 + 2𝑦, logo, se 𝑥 + 2𝑦 = 11, entón 2𝑥 +
4𝑦 só pode ser 22. Consonte isto, a segunda ecuación non nos di nada novo 
sobre os números descoñecidos; dinos exactamente o mesmo que a primeira, só 
que dun xeito máis complicado. 

Sería aínda máis inxusto que tivésemos que atopar os valores de 𝑥 e 𝑦 a partir 
do sistema de ecuacións 

		𝑥 + 2𝑦 = 11
2𝑥 + 4𝑦 = 23.	

Podemos espremer o cerebro ata o día do xuízo final; non hai dous números 
que satisfagan esas dúas condicións. Xa vimos que, sexan cales sexan 𝑥 e 𝑦, 2𝑥 +
4𝑦 é sempre o dobre de 𝑥 + 2𝑦, polo que, se 𝑥 + 2𝑦 = 11, entón 2𝑥 + 4𝑦 debe 
ser 22, e é absolutamente imposible que sexa 23. A segunda condición contradí 
a primeira. 

En resumo: podemos descubrir os valores de dúas incógnitas de dúas 
ecuacións sempre que estas ecuacións non indiquen o mesmo ou non se 
contradigan. Agora, como afrontariamos un problema como o seguinte? «Pensei 
nun número, eleveino ao cadrado, sumeille 8 veces o número que pensara e 
obtiven 9». Escrito: 

𝑥! + 8𝑥 = 9	

Aquí só hai unha incógnita, pero a complicación adicional é que aparece 
elevada á potencia 2. A ecuación é «cuadrática». 

Pero non comecemos cunha ecuación cuadrática tan complicada. A forma 
máis sinxela é: 

𝑥! = 16	

Todo o mundo pode ver nun abrir e pechar de ollos que o número é 4, xa 
que 4 é o número cuxo cadrado é 16. 
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A seguinte é igualmente sinxela: 

	(𝑥 + 3)! = 16,	

xa que o número cuxo cadrado é 16 segue sendo 4, entón aquí 

𝑥 + 3 = 4,	
e de aí vemos que 𝑥 = 1.  

Na ecuación anterior aparece (𝑥 + 3)!; recordemos como se eleva ao cadrado 
a suma de dous termos. Ao cadrado do primeiro termo (aquí o 𝑥) hai que 
sumarlle o dobre do produto dos dous termos (aquí 2 × 𝑥 × 3 = 6𝑥) e mais o 
cadrado do segundo termo (aquí 3! = 9). Polo tanto, a nosa ecuación en forma 
expandida tería este aspecto: 

𝑥! + 6𝑥 + 9 = 16	

Pero, se nos enfrontásemos a ela desta forma, non teriamos idea de como 
comezar a resolvela. Polo tanto, temos que practicar o recoñecemento de 
cadrados de sumas de dous termos incluso nas súas formas expandidas. Se, por 
exemplo, tivésemos a ecuación: 

𝑥! + 8𝑥 + 16 = 25,	

deberiamos ter en conta que 8𝑥 = 2 × 4𝑥 e que 16 é o cadrado do 4 que aparece 
no produto anterior, polo que 

𝑥! + 8𝑥 + 16 = 𝑥! + 2 × 4𝑥 + 4! = (𝑥 + 4)!,	

e, polo tanto, estamos a tratar coa ecuación 

(𝑥 + 4)! = 25,	

que podemos resolver do mesmo xeito que as anteriores. Por suposto que non 
alteramos realmente a ecuación que recentemente estivemos considerando se 
pasamos o 16 para á dereita como un termo que se resta: 25 − 16 = 9, do que 
resulta a ecuación 

𝑥! + 8𝑥 = 9,	

que é a forma coa que comezamos. Mesmo nesta forma debemos ser quen de ver 
que o lado esquerdo pode ser completado ao cadrado de dous termos: 

𝑥! + 8𝑥 = 𝑥! + 2 × 4𝑥,	
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e o termo que falta para facer (𝑥 + 4)! a partir deste é 42 = 16. Se engadimos o 
mesmo aos lados esquerdo e dereito da ecuación, os dous lados seguirán sendo 
iguais; así que agregamos 16 a ambos os dous lados: 

𝑥! + 8𝑥 + 16 = 9 + 16,	

é dicir,  
𝑥! + 8𝑥 + 16 = 25,	

e podemos tratalo desa forma. 
Sempre é posible completala ata o cadrado dunha suma de dous termos. Se o 

termo cuadrático non é 𝑥!, senón, por exemplo, 3𝑥!, como na seguinte ecuación: 

3𝑥! + 24𝑥 = 27,	

entón podemos dividir ambos os lados da ecuación por 3, xa que, se o lado 
esquerdo e o lado dereito son iguais, entón os seus terzos tamén serán iguais. A 
terceira parte de 3𝑥! é 𝑥!, un terzo de 24𝑥 é 8𝑥 e un terzo de 27 é 9, de xeito que 

𝑥! + 8𝑥 = 9,	

ecuación que podemos resolver desta forma. Se os números non fosen todos 
divisibles por 3, ou se o coeficiente de 𝑥 fose un número raro, entón entrarían 
en xogo as fraccións; pero de momento non te quero molestar con fraccións ou 
restas, aínda que realmente non representan ningunha dificultade, en principio. 

En calquera caso, vemos que se pode completar a un cadrado perfecto, e así 
pódense resolver as ecuacións. 

Os métodos anteriores de razoamento son típicos da forma de pensarmos nas 
matemáticas. Moitas veces non realizamos un ataque frontal contra un problema 
dado, senón que o compoñemos, transformámolo ata que finalmente temos un 
problema que xa resolvemos antes. Este é, por suposto, o bo e cómodo punto de 
vista do que se burla o seguinte problema, ben coñecido nos círculos matemá-
ticos: «Hai un fornelo de gas fronte a ti, unha billa, unha ola e un fósforo. Queres 
ferver unha pouca auga. Que fas?». A resposta normalmente dáse cun certo aire 
de inseguridade: «Acendo o gas, boto un pouco de auga na ola e póñoa no 
fornelo». «Ata agora todo correcto. Agora modificarei o problema: todo igual que 
antes, a única diferenza é que hai moita auga na pota. Agora que fas?». Agora, xa 
con moita máis seguridade, sabendo que está no certo: «Acendo o gas e poño a 



I. A APRENDIZ DE MEIGA 

100 

ola ao lume». Entón vén a súa resposta: «Só un físico faría iso. Un matemático 
derramaría unha pouca auga e diría que o problema se reducía ao caso anterior». 

Certamente esta redución é a esencia da solución das ecuacións cuadráticas, 
non a fórmula que se deriva dela e que o alumnado aprende con tanta eficacia 
que pode recitala durmindo anos despois. 

Outra dificultade pode xurdir; supoñamos que temos completado a un 
cadrado perfecto no lado esquerdo, pero non podemos atopar un número cuxo 
cadrado sexa igual ao número situado no lado dereito. Por exemplo: 

(𝑥 + 3)! = 2	

Se realmente pensei nun número e 𝑥 representa ese número, entón isto non 
podería acontecer, pero entre as aplicacións máis avanzadas das ecuacións esta 
situación podería xurdir. O problema é a inversión da operación de elevar a unha 
potencia; buscamos un número cuxo cadrado é 2. Isto chámase extraer a raíz 
cadrada e, como unha operación inversa, pertence a un capítulo posterior (onde 
tamén trataremos o problema de cantas solucións pode haber para unha ecuación 
cuadrática: polo momento considerámonos afortunados se somos quen de atopar 
unha). Pero non hai de que preocuparse: o problema pódese resolver. 

Quen entenda ben a liña do argumento tamén poderá resolver algunhas 
ecuacións de orde superior particulares sen depender das fórmulas. Dado, por 
exemplo, 

(𝑥 + 1)' = 27,	

xa que 27 = 3 × 3 × 3 = 3", entón 3 é o número cuxo cubo é 27. Así, 𝑥 + 1 = 3 
e 𝑥 = 2. 

Poderiamos expandir (𝑥 + 1)" mediante o teorema do binomio xa coñecido; 
con tal forma expandida podemos ver que se obtén elevando ao cubo a suma de 
dous termos, pero non todas as ecuacións cúbicas se poden completar a un cubo 
perfecto. Con todo, hai procesos xerais para a solución de ecuacións cúbicas, 
mesmo para a solución de ecuacións de cuarto grao; ademais das catro operacións 
fundamentais e a extracción da raíz cadrada debemos usar raíces cúbicas e cuartas, 
é dicir, atopar números cuxos cubos ou cuxas potencias cuartas sexan iguais a 
determinados números dados, por exemplo iguais a 2. 
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A rama das matemáticas que se ocupa das ecuacións chámase álxebra. Na 
escola secundaria chamabámoslle álxebra a todas as partes das matemáticas que 
non pertencían á xeometría. É certo que en cada rama das matemáticas (incluso 
na xeometría) nos seguimos cruzando con ecuacións, polo que poida que o 
alumnado se formase a idea de que as matemáticas son o estudo das ecuacións e 
que as matemáticas superiores consisten no estudo de ecuacións máis com-
plicadas. Certamente houbo unha época en que a maioría da xente que traballaba 
en matemáticas tiña posta a súa atención na álxebra e imaxinaba que o desenvol-
vemento das matemáticas, despois de ter aprendido a resolver as ecuacións de 
terceiro e cuarto grao, consistiría en atopar métodos intelixentes para resolver 
ecuacións de quinto, sexto e graos máis altos. Podemos imaxinar a consternación 
xeral cando Abel descubriu as condicións que se deben satisfacer para que unha 
ecuación de calquera grao poida ser resolta mediante as catro operacións funda-
mentais e a extracción de raíces; atopouse con que só as ecuacións de primeiro, 
segundo, terceiro e cuarto grao satisfán estas condicións. Está fóra de alcance 
para nós ser quen de resolver, por exemplo, as ecuacións de quinto grao por 
medio das nosas operacións. Considerouse que a álxebra ben podía ir pechando 
o negocio. 

Aquí chegamos a unha das partes máis románticas da historia das matemáticas. 
Un mozo francés de 20 anos, Galois, loitou nun duelo por unha moza e morreu 
nel. A noite anterior ao duelo escribiulle unha carta a un amigo e nela, como se 
fose a súa última vontade ou testamento, plasmou as súas ideas, que traerían nova 
vida á álxebra xusto no momento en que perdía a súa raison d'être. 

Aínda que non hai un procedemento xeral para a solución de ecuacións de 
quinto grao, hai algunhas ecuacións deste tipo que podemos resolver. Por 
exemplo 

𝑥# = 32	

e, de xeito similar,  
(𝑥 + 1)# = 32	

poden resolverse moi facilmente: 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 32 = 2#. Así, a solución da 
primeira ecuación é 

𝑥 = 2.	
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A solución da segunda obtense de 

𝑥 + 1 = 2	
e así é 

𝑥 = 1.	

Pero hai ecuacións de forma moi diferente que tamén se poden resolver. Unha 
delas sería, por exemplo: 

𝑥# + 2𝑥$ + 𝑥 = 0	

Certamente, 𝑥 = 0	é unha solución, xa que cada potencia de 0 é 0, de modo 
que 0# + 2 ×	0$ + 0  é de feito igual a 0. Esta foi a situación que permitiu 
retomar a investigación alxébrica; malia que non puidésemos pensar nun proce-
demento xeral, aínda era un problema interesante decidir cales eran esas 
ecuacións especiais de grao superior que poderían resolverse mediante as nosas 
operacións. O testamento de Galois deu un método para atacar este problema. 

Este método demostrou ser moi fértil e a álxebra, naquela época bastante 
moribunda, comezou a florecer de novo, aínda con máis forza que antes. Onde 
queira que resulten feridas as matemáticas, invariablemente comeza a súa rexe-
neración con vigor renovado. Esta nova rama da álxebra consagra a memoria de 
Galois no seu propio nome; chámase teoría de Galois. 

Só unha cousa sobre a que me gustaría chamar a atención: na álxebra é onde 
primeiro nos topamos co fenómeno de que as matemáticas, usando as súas 
propias ferramentas, probaron a súa propia incapacidade cando se circunscriben 
a unha área concreta. Atoparemos este fenómeno de novo máis adiante. 
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9. NÚMEROS DIRIXIDOS 

Ao longo dos capítulos anteriores fun acumulando unha morea de débedas; na 
maioría dos casos, relacionadas coa inversión de operacións. Chegou o momento 
de afrontar os problemas das operacións inversas. A resta parece ser a máis 
inofensiva. De que se trata realmente? Podemos inverter a suma do seguinte xeito: 
coñecemos a suma de dous termos, supoñamos que é 10. Un dos termos é 6, cal 
é o outro? Por suposto que é 4. Isto é o que queda se lle quitamos a 10 o termo; 
onde está a dificultade? A dificultade comeza co feito de que tiven que pensar un 
pouco antes de decidir os números 10 e 6 para o noso exemplo. No caso de 
sumar, podería marcar cos ollos pechados dous lugares da sucesión de números 
naturais, e sempre sería posible sumar os números así atopados e, ademais, a 
suma poderíase facer en calquera orde. Pero que acontecería se formulase o exem-
plo anterior dicindo que a suma de dous termos era 6 e un termo era 10; cal sería 
o outro termo? Aquí, mesmo a afirmación do problema mostra claramente que 
todo é imposible, xa que a suma non pode ser inferior a un dos termos. Temos 
que ter coidado de non restar máis do que hai para subtraer. É todo? Pensarás 
que foi unha mágoa adiar esta sinxela operación durante tanto tempo só por iso. 
Non se lle pediría a ninguén que levase máis do que hai, e as outras, simplemente, 
poden realizarse sen ningunha dificultade. 

Este sería un camiño razoable se non fose porque, de feito, xorden problemas 
na práctica nos que temos que restar un número maior dun máis pequeno. 

Recordemos por un momento o problema en que tivemos que descubrir 
dentro de cantos anos o pai tería o dobre de anos ca o fillo e fagamos a mesma 
pregunta sobre un pai con 52 anos e un fillo de 27 anos. O argumento é igual 
que antes: a situación en cuestión ocorrerá en 𝑥 anos, cando todos sexan 𝑥 anos 
máis vellos. O pai terá 52 + 𝑥 anos, o fillo terá 27 + 𝑥 anos.  
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Estamos a dicir isto: 
52 + 𝑥 = 2 × (27 + 𝑥)	

Fagamos como antes. Á dereita, facemos ambas as dúas multiplicacións: 

52 + 𝑥 = 54 + 2𝑥	
A continuación, imos xuntar as incógnitas no lado dereito, é dicir, levamos o 

𝑥 da esquerda cara á dereita restando, e levamos tamén o 54 cara á esquerda: 

52 − 54 = 2𝑥 − 𝑥	
Quitando un 𝑥 de 2𝑥, só queda un 𝑥: 

52 − 54 = 𝑥,	
pero aquí quedamos atrancados. O resultado da subtracción imposible 52 − 54 
debíanos dar o valor do número descoñecido. Podemos responder a isto: se a 
incógnita só pode ser o resultado dunha subtracción imposible, entón ten que 
haber un erro na formulación do problema mesmo; a idade deste pai nunca será 
o dobre da do seu fillo. 

Pero vexamos máis de cerca os números que aparecen no problema: 52 anos 
e 27 anos. Calquera que teña algún sentido numérico verá de inmediato que hai 
dous anos o pai tiña 50 anos e que o fillo tiña 25 anos, e aí foi cando o pai era o 
dobre de vello ca o fillo. 

Parece que o exemplo debería reformularse. Cantos anos hai que o pai 
duplicaba en idade ao fillo? Deste xeito non teremos problemas coa ecuación. 𝑥 
anos atrás, todo o mundo era 𝑥 anos máis novo, así que o pai tiña 52 anos −	𝑥 e 
o fillo tiña 27 anos −	𝑥, e estamos a dicir sobre estas idades que 

52 − 𝑥 = 2 × (27 − 𝑥).	
Á dereita podemos multiplicar a diferenza por 2  multiplicando tanto 27 

como 𝑥 por 2 (se nos atopamos co problema 2 × 99, é máis fácil facelo multipli-
cando 100 por 2, aínda que dos 200 teremos que restar 2, xa que estamos a con-
siderar 99 como a diferenza entre 100 e 1, e así o dobre desta diferenza é a dife-
renza entre 2 × 100 e 2 × 1): 

52 − 𝑥 = 54 − 2𝑥	

Agora recompilamos as incógnitas do lado esquerdo, é dicir, traemos o 2𝑥, 
que está restando, como 2𝑥 sumando: 

2𝑥 + 52 − 𝑥 = 54	
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Agora, o 52 sumando pasa á dereita como 52 restando: 

2𝑥 − 𝑥 = 54 − 52	

Agora xa podemos facer todas as restas e obtermos 

𝑥 = 2,	
como pensabamos. 

Todo isto está moi ben; sempre o podemos facer, pero é moi cansado. 
Significa seguir o vello patrón ata toparnos cun muro branco, despois retornar 
ao punto de partida, reformular o problema e comezar todo de novo. E todo este 
tempo a solución estaba alí.  

Volvamos ao punto en que nos atrancamos. A expresión 

52 − 54 = 𝑥	

por si mesma resolve o problema; parece dicir: «É un feito que a diferenza é 2! 
Ademais, dígoche que tes que buscar estes dous anos no sentido oposto, non no 
futuro, senón no pasado. Por que non podes ler isto?». 

Por iso, é necesario atribuírlle un significado á diferenza 52 − 54. Deberiamos 
dicir con el o mesmo que a diferenza entre 54 e 52, pero, dalgún xeito, debería 
ter unha dirección diferente, oposta á habitual. Dado que esta dirección apunta 
cara ao pasado no tempo, indica que lles debemos restar dous anos ás idades 
actuais: de aí que sexa común denotalo co signo de restar, e normalmente escri-
bimos: 

52 − 54 = 	−2	

En correspondencia, deberiamos poñer signos + diante dos números cos que 
tratamos ata agora, xa que se o resultado da resolución da nosa ecuación foi que 
a situación en cuestión ocorrería dentro de dous anos, deberiamos ter que agregar 
2 anos ás idades de hoxe. Se queremos salientar isto, podemos poñer o signo +. 

A necesidade de atribuír instrucións ás cantidades non é infrecuente. Se nun 
día de inverno moi frío dicimos que a temperatura exterior é de 4 graos, non se 
dá información exacta sobre a temperatura na rúa. Debemos engadir se é 4 graos 
sobre ou baixo cero; para unha persoa delicada podería ser unha gran diferenza. 

Pola mesma razón, é impreciso falar do século III, sen indicar se queremos 
dicir d. C. ou a. C., ou aproximadamente 15 graos de lonxitude, sen engadir se 
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é 15 graos ao leste ou ao oeste de Greenwich. O contable terá moito coidado de 
se anota un apuntamento de 100 € á esquerda ou á dereita no libro de contas, xa 
que para a maioría da xente ten certa importancia se a súa conta aumenta ou 
diminúe 100 €. En todos estes casos poderiamos usar os signos «+» e «−» para 
as cantidades que poden ter unha de dúas direccións. Dámoslles a estes signos 
nomes especiais: o signo «+» chámase signo positivo e o signo «−» chámase signo 
negativo. Os números negativos pódense considerar como resultados de 
subtraccións en que restamos un número positivo maior dun máis pequeno. 

Se a temperatura exterior é de 5 graos por riba de cero e logo cae 8 graos, isto 
significa que se fai menor e podemos considerala como unha resta; debemos 
afastarnos de 5. Non hai problema, debemos ir máis aló de cero; a temperatura 
será de 3 graos baixo cero, é dicir, −3 graos. 

5	–	8	=	–	3	

	

Esta resta sempre nos leva máis aló do punto cero na dirección oposta á 
habitual. Se queremos representar os nosos números dirixidos nunha liña, 
podemos mostrar os números positivos dun xeito (normalmente de esquerda a 
dereita) e os números negativos no sentido oposto: 

	

3

8
2
1
0
1
2
3

4
5{

-3… -2 -1 0 +1 +2 +3 …
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Esta mesma liña pode considerarse como un dos nosos exemplos para ilus-
trarmos os números dirixidos. Imaxinemos que se trata dunha estrada principal 
cun sinal situado no punto cero: 

	

Hai casos en que só nos interesan os valores «absolutos» dos números, é dicir, 
non nos interesan as súas direccións. Por exemplo, quizais queiramos saber canto 
de separados están dous puntos entre si. A lonxitude dunha serpe, poñamos por 
caso, é de 3 metros, sen ningún sinal: pois por suposto ninguén pensa niso como 
3 metros da cabeza á cola, despois 3 metros da cola á cabeza, 6 metros en total. 

Realmente era esperable que os opostos aparecesen antes ou despois en 
matemáticas; pensar en opostos é tan tipicamente humano: verdade e mentira, 
luz e sombra, tese e antítese. 

A mente máis exacta notará non só o máis obvio dos opostos. A transición da 
luz á sombra é infinitamente gradual. Desde un punto de partida podemos ir en 
máis de dúas direccións: as estradas van en todas as direccións desde Santiago de 
Compostela: 

	

1
1

1
1

1
2

23

123

1

2

1

2

3

2

2

2

3 …

………

…

… … …
3

3
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Polo tanto, non só debemos completar a metade da recta en que represen-
tamos os números naturais coa outra metade na dirección oposta, senón todas as 
rectas posibles que irradian desde o punto cero. 

Non se trata só dun pensamento abstracto; as cantidades con direccións 
arbitrarias, os chamados «vectores», desempeñan un papel importante na física. 
O movemento pode ter lugar en calquera dirección, unha forza pode actuar en 
calquera dirección. Mesmo as operacións con tales cantidades dirixidas teñen un 
significado; ocorre ás veces que dúas forzas actúan ao mesmo tempo e estamos 
interesados no resultado conxunto. Todo remador sabe que, se quere cruzar o 
río, non chegará á outra beira fronte ao seu punto de partida, senón máis abaixo, 
xa que non só é impulsado polos seus propios músculos, senón tamén pola 
corrente. 

	

En augas calmas a barca seguiría a liña punteada; se houbese corrente, a barca 
sen remar sería arrastrada seguindo a liña continua; de feito, a traxectoria seguida 
pola barca está afectada por estas dúas forzas, e chegará ao outro lado como se 
fixese as dúas viaxes por separado unha despois da outra: 

	

En calquera orde o barco chegaría ao mesmo lugar. Os termos son intercam-
biables ata nesta suma. 

Incluso este tipo de suma se pode considerar como contar sucesivamente. 
Primeiro contamos as unidades dun vector nesa dirección «arriba», despois segui-
mos contando nesa dirección «esquerda» coas unidades do outro vector; a con-
tinuación vemos que vector nos levaría alí directamente. Esta é a suma, ou, como 
se chama neste caso, a resultante. 

ou na orde contraria
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Este é un tipo extravagante de suma. Por exemplo,  

	

e, se o medimos exactamente, veremos que consiste en 5 unidades, e obtemos o 
resultado aparentemente absurdo  

3 + 4 = 5.	
Pero aquí non debemos falar con vaguidades, nin sequera un momento; 

debemos indicar que dirección ten o noso 3, que dirección ten o noso 4 e que 
dirección ten o noso 5, e entón non é imposible obter unha suma inferior a 3 + 
4 = 7, xa que o resultado das forzas opostas pode ata ser cero. Contan que unha 
vez puxeron oito cabalos a tirar un carro moi pesado, e o carro nin se movía, ata 
que alguén notou que catro cabalos tiraban para un lado e os outros catro para o 
lado contrario. 

Deixemos que os números diverxan en todas as direccións e contentémonos 
só con dúas direccións opostas. 

Xa temos as nosas instrucións para sumar números positivos e negativos. Por 
exemplo, se queremos sumar 8 e −5, a partir de cero contamos 8 unidades cara 
á dereita,  

	

e despois contamos 5 unidades cara á esquerda 

	

e chegamos ao número 3, de xeito que a suma de +8 e −5 é +3. Non perdamos 
isto de vista, por certas cousas que virán máis tarde,  

8 + (−5) = 3 = 8 − 5,	

xa que en lugar de engadir un número negativo podemos realizar unha simple 
resta. 

3 4
3 5

4

e suman

-3 -2-5 -4 -1 0

8

+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 ……

-3 -2-5 -4 -1 0

5

+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 ……



II. A FORMA CREADORA 

112 

A resta tamén é bastante fácil na nosa liña de números; é o inverso do proceso 
anterior. Por exemplo, restamos −3 de 2. Isto significa que unha certa suma dá 
como resultado 2, un dos sumandos é −3 e estamos a buscar o outro sumando. 
No caso da suma comezamos deste xeito: fomos 3 unidades á esquerda desde 
cero: 

	

Agora estamos preguntando que hai que facer para obter +2 como resultado? 
De −3 temos que ir á dereita para chegar a +2, 

	

de xeito que a diferenza entre 2 e −3 é +5. Isto é bastante interesante; é o mesmo 
que se engadimos 3 a 2. E sempre é así: en lugar dunha resta, sempre podemos 
facer unha suma, pero debemos sumar un número de signo oposto. 

Poderiamos pensar que, como sabemos sumar, a multiplicación non debería 
presentar ningunha dificultade. Tomar 3 veces −2 significa a seguinte suma: 

(−2) + (−2) + (−2),	

e, se de −2 contamos outros 2 á esquerda e despois outra vez, chegamos a −6, 
así: 

(+3) × (−2) = −6.	

Pero, e se o multiplicador é un número negativo? Podemos sumar un número 
dúas veces, tres veces ou catro, un despois do outro, pero non ten sentido que 
poidamos sumalos −2 veces. 

Agora que temos un pouco de experiencia, non diremos alegremente: se non 
ten sentido, non o facemos; admitamos que non podemos multiplicar por un 
número negativo. Introducíronse números negativos para non ter que atacar o 
mesmo problema de dous xeitos diferentes, para ter un procedemento uniforme 
en todos os casos. Isto é igual coa multiplicación; se estamos a tratar un problema 
que se pode resolver por multiplicación de números positivos, é moi incon-
veniente separar os casos e dicir: se os números son positivos, multiplícanse; se 

-3 -2 -1 0

3

+1 +2 ……

-3 -2 -1 0

5

+1 +2 ……
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non o son, facemos outra cousa. Mellor ca iso, observemos con detalle en que 
consiste esta outra cousa que facemos nestes casos e chamémoslle multiplicación 
por números negativos. 

Estamos completamente lexitimados para facelo xa que, se algo non tiña 
sentido antes, temos toda a liberdade do mundo para darlle un significado. 

Pero un exemplo aclarará máis as cousas ca un montón de palabras. 
Se alguén está camiñando a un ritmo uniforme de 3 quilómetros por hora, 

ata onde chegará en dúas horas? Claramente, a resposta a esta pregunta dáse por 
unha multiplicación. Se o noso camiñante camiña 3 quilómetros nunha hora, 
entón en dúas horas andará 2 × 3 = 6 quilómetros. Entón obteremos a lonxitude 
do paseo multiplicando o tempo que leva o paseo pola velocidade do camiñante. 

Agora imos reformular o problema de tal xeito que a lonxitude do paseo, o 
tempo tomado e a velocidade sexan todas as cantidades dirixidas. Na estrada hai 
un punto que chamarei «aquí»; camiñar á dereita del será chamado positivo, ca-
miñar á esquerda será chamado negativo. Se o noso camiñante fai 3 quilómetros 
por hora cara á dereita, a súa velocidade será de 3 quilómetros por hora; se os fai 
cara á esquerda, diremos que a súa velocidade é de −3 quilómetros por hora. 
Finalmente pódese elixir un momento que se pode chamar «agora», e o tempo 
despois del pode considerarse como positivo e o tempo ata el como negativo. O 
punto de partida é sempre marcado como «o camiñante está aquí»: 

	

Limitémonos aos casos críticos: 
1. Alguén anda a unha velocidade de +3 quilómetros por hora. 
Agora está aquí. Onde estaba hai dúas horas? O noso resultado debe conside-

rarse como o resultado da multiplicación: 
(−2) × (+3)	

Pensemos con atención: o noso camiñante ten unha velocidade positiva, polo 
que camiña cara á dereita. Agora está aquí, chegou (anota o punto relevante da 
figura, é dicir, onde está o aviso), de xeito que hai dúas horas debía estar á 
esquerda do aviso. E debía estar a unha distancia á esquerda que cubriu en dúas 

-3 -2-5 -4 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 …-6…

O CAMIÑANTE
ESTÁ AQUÍ



II. A FORMA CREADORA 

114 

horas, é dicir, a unha distancia de 2 × 3 = 6 quilómetros. O punto −6 é de 6 
quilómetros á esquerda do aviso, de xeito que 

(−2) × (+3) = −6.	
Segundo isto, multiplicando un número positivo por un número negativo, 

obtemos un número negativo. 
2. Agora consideremos que a velocidade sexa de −3 quilómetros por hora. 

Aquí está o noso camiñante. Onde estaba hai dúas horas? Isto pode considerarse 
como o resultado da multiplicación 

(−2) × (−3).	
A velocidade negativa significa que o noso camiñante está camiñando cara á 

esquerda, chegou aquí agora (sitúa outra vez o cartel na figura). Isto podería 
ocorrer só se estaba á dereita do aviso hai dúas horas e outra vez a seis quilómetros 
de distancia. O punto +6 é de 6 quilómetros á dereita do aviso, de xeito que 

(−2) × (−3) = +6.	
Segundo isto, o produto de dous números negativos é positivo; é como unha 

dobre negación: «Non é certo que non estea a prestar atención» significa que 
estou a prestar atención. 

Das regras dos signos en caso de multiplicación podemos deducir de 
inmediato que a regra para a división é similar. Por exemplo, 

(+6)
(−3)	

significa que estamos a buscar un número que multiplicado por −3 dá +6; isto 
é, obviamente, −2. A regra dos signos das potencias é igualmente fácil: 

(−2)$ = (−2) × (−2)<===>===?× (−2) × (−2)<===>===? = (+4) × (+4) = +16	

e  
(−2)# = (−2) × (−2)<===>===?× (−2) × (−2)<===>===?× (−2)	

																																= (+4) × (+4) × (−2) = (+16) × (−2) = −32.	

En xeral, os factores negativos producirán produtos positivos en parellas e só 
necesitamos ver se hai un factor que non está nun par. Deste xeito, unha potencia 
par dun número negativo é positiva e unha potencia impar é negativa. 
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Estendemos a noción de multiplicación a partir dun único exemplo; poderia-
mos preguntarnos se outro exemplo nos podería levar a regras diferentes. Chega-
dos a este punto, o único que finalmente nos pode satisfacer é o feito de que as 
novas regras da multiplicación obedecen ás mesmas leis que tiñamos para a antiga 
multiplicación dos números naturais, e así podemos usar as regras sen medo de 
chegar a resultados que contradigan as matemáticas que construímos ata agora. 
Por exemplo, aquí tamén é certo que os factores son intercambiables, xa que 
vimos 

(−2) + (−2) + (−2) = −6,	
é dicir,  

(+3) × (−2) = −6.	

Por outra parte, do exemplo do camiñante conseguimos: 

(−2) × (+3) = −6,	
de modo que  

(+3) × (−2) = (−2) × (+3) = −6.	

Sempre hai que ter coidado con este tipo de cousas. Cada vez que introdu-
cimos novos números ou novas operacións, debemos verificar que obedecen ás 
vellas leis, xa que a razón pola que as introducimos é facer que os procedementos 
sexan máis uniformes. Non queremos ter que dividir as nosas operacións en 
diferentes casos, dependendo de se os novos números ou operacións aparecen ou 
non. Este respecto pola extensión de antigos conceptos establecidos é ao que se 
lle chama «principio de permanencia». 

A sucesión de números naturais foi unha creación espontánea. Foi o fracaso 
da estrutura, que funcionara bastante ben no pasado, o que levou á creación 
consciente de novos números. A forma da estrutura é o verdadeiramente útil 
neste proceso. O marco para os novos números vén dado exactamente polas leis 
derivadas dos números antigos, e non estamos dispostos a abandonalas se 
podemos evitalo. O lema desta creación consciente é: hai que conformar os novos 
números de tal modo que se axusten ben a esta forma predeterminada. Como di 
Goethe, xa que as palabras dan forma aos pensamentos: 

Onde aínda non hai concepto, 
unha palabra dá un bo servizo. 
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10. DENSIDADE ILIMITADA 

Para o seguinte problema non necesitamos nin sequera unha ecuación; os rapaces 
máis pequenos poden atoparse con divisións que non se poden facer cos números 
naturais. Un neno e unha nena teñen que compartir unha mazá; están bastante 
seguros de que ninguén vai poder ter unha mazá enteira. Simplemente cortarán 
a mazá polo medio 

	

e sen ningunha idea de que, ao facelo, están ampliando o concepto de número. 
Ata o momento consideramos unha unidade como indivisible. Agora 

introducimos a metade dela como unha nova unidade máis pequena, e unha vez 
que demos este paso atrevido, non hai ningunha razón pola que non debamos 
dividir un todo en 3, 4, 5… ou calquera número de partes, e entón contar con 
estas novas unidades máis pequenas así obtidas; por exemplo dúas metades, tres 
metades, catro metades… ou, simbolicamente,  

2

2
,
3

2
,
4

2
…	

Esta notación non contradí o feito de que denotamos a división cunha liña, 
xa que, por exemplo, se tivésemos que dividir 2 en 3 partes, digamos que tres 
nenas están repartindo dúas tortas, o máis intelixente é dividir as dúas tortas en 
tres partes, e cada nena obtén dous terzos, é dicir, %

(
 de torta. 

1
2 mazá
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O número debaixo da liña nomea o tamaño da unidade; este é o denominador. 
O número enriba da liña enumera cantas destas unidades tomamos; este é o 
numerador. 

Deste xeito, aparecen aínda máis números na nosa liña numérica. Podemos 
facer máis e máis liñas, con unidades máis e máis pequenas. Aquí temos unhas 
poucas: 

	

Entre os números que aparecen nas diferentes liñas hai algúns que son iguais 
entre si. Vexamos cales aparecen exactamente un debaixo do outro. Estes son, 
por exemplo, 

1
2 =

2
4 =

3
6 =

6
12	

ou 
2
3 =

4
6 =

8
12,	

e destes exemplos podemos determinar cales son as aparentes diferenzas que non 
alteran realmente o valor dunha fracción. Por exemplo, )

'
 ten o mesmo valor ca, 

de aspecto máis sinxelo, %
(
; podemos «simplificar» )

'
 en %

(
. Podemos levalo a cabo 

dividindo o numerador e o denominador por 2 e temos: 4 ÷ 2 = 2, 6 ÷ 2 = 3, 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

1 2 3 4 5
4 4 4 4 4

1 2

10 …

…

…

…

…

…

0

0

0

0

0

2 2

1 2 3 4 5 6 7 8
6 6 6 6 6 6 6 6

1 2 3 4
3 3 3 3
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)
'
= %

(
. Pero isto é bastante natural. Fixémonos, os terzos son dúas veces maiores 

ca os sextos. Polo tanto, se tomamos a metade de pezas que son dúas veces 
maiores, obtemos a mesma cantidade. 

Tamén vemos que (
(
	é realmente unha unidade; )

(
,	por outra banda, é unha 

unidade mais &
(
, o que se escribe como 1 13. En realidade, estas non son fraccións 

propiamente falando, xa que o seu valor non é unha parte do todo; chamámoslles 
fraccións impropias. 

	

É obvio que nunha mesma liña podemos sumar e restar a base de contar; por 
exemplo, de (

)
	chegamos a ,

)
	contando outros dous cuartos, de xeito que 

3
4 +

2
4 =

5
4.	

Multiplicar por un número enteiro faise do mesmo xeito: 

2 ×
5
12 =

5
12 +

5
12 =

10
12,	

e contando cinco doceavos a partir do ,
&%

 chegamos a &-
&%

. 
Atopamos unha pequena dificultade cando temos que sumar números que se 

contan en diferentes tipos de unidades; por exemplo, poderiamos querer facer 
2
3 +

3
4.	

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

1 2 3 4 5
4 4 4 4 4

1 2

10 …

…

…

…

…

…

0

0

0

0

0

2 2

1 2 3 4 5 6 7 8
6 6 6 6 6 6 6 6

1 2 3 4
3 3 3 3
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Podemos resolver o problema do seguinte xeito: buscamos a liña que teña nela 
números iguais a %

(
 e a (

)
	(a nada que penses un pouco, daraste conta de que sem-

pre haberá unha liña así). Aquí valeranos a liña dos duodécimos: 
8
12 =

2
3	

e  
9
12 =

3
4	

e agora podemos facer a suma 
8
12 +

9
12	

nesa mesma liña. 
De xeito semellante, temos que saltar a outra liña se queremos dividir6 . 

Deberías comprobar, medindo, que a metade de &
%
 é &
)
	e que un cuarto de &

(
	é 

igual a &
&%

. Pero era de esperar, xa que un denominador que é catro veces maior 
significa que dividimos algo en catro veces máis anacos, e tomamos o mesmo 
número destes anacos que cando tomabamos os anacos máis grandes. Deste xeito 
o que conseguimos é un cuarto do que tiñamos antes: por exemplo, se estamos 
a tratar de tortas: 

	

Entón, vemos que, se lles aplicamos calquera das nosas catro operacións 
fundamentais ás fraccións, obtemos de novo fraccións como resultado, propias 
ou impropias; está ben que ás veces teñamos que tocar distintos teclados no noso 
órgano. 

 
6 Recordo aquí o feito de que, durante a radiación, os electróns saltan dun posible camiño a outro. Quizais 
alguén atope relevante esta comparación da teoría atómica. 

1
12

1
3
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Só nos enfrontamos a un verdadeiro problema cando nos atopamos coa 
multiplicación por unha fracción. Carece de significado a frase: sumar algo repe-
tidamente media vez. Unha alumna miña díxome un día: «Se unha vez enteira 3 
é 3, entón &

%
 veces 3 é (

%
	», e por suposto que algo de razón tiña. Non obstante, o 

discurso cotián axúdanos. «Pedro ten %
(
	veces a altura da súa irmá» significa que 

a altura de Pedro é dous terzos da altura da súa irmá. Coller algo %
(
	veces significa 

non coller todo, senón dous terzos. E esta é a multiplicación que se recomenda 
en si, por exemplo no seguinte caso: se un quilo de uvas custa 3 euros, entón 4 
quilos custarán 4 × 3 = 12 euros, é dicir, obtemos o custo multiplicando o prezo 
dun quilo polo número de quilos que mercamos.  

Modifiquemos o problema: o prezo dun quilo de uvas é 2 euros, canto custa 
(
)
 de quilo?  

O número que obteñamos debería asignarse ao resultado da multiplicación 
3
4 × 2.		

O prezo de (
)
 quilos é obviamente 3 veces o prezo de &

)
 quilo. 

O prezo de &
$
 quilo será un cuarto de 2 euros (é dicir, 50 céntimos). 

Este prezo hai que multiplicalo por 3 (e será 1 euro con 50 céntimos), de xeito 
que (

)
× 2  realmente significa 3 veces %

)
. Isto, naturalmente, pode facerse 

dividindo 2 entre 4 e multiplicando por 3. 
Consideracións moi semellantes levan á esixencia de que para dividirmos por 

'
$
 debemos multiplicar por 4 e dividir por 3. Así que estas operacións con 

fraccións dan de novo outras fraccións, nunha ou outra das liñas, e pódese de-
mostrar que, malia a extensión do concepto de multiplicación, todas as regras 
operacionais anteriores permanecen intactas. Non debemos sorprendernos de 
que poida ocorrer que o produto resulte máis pequeno ca o número que multi-
plicamos. 

Multiplicar un número por %
(
 significa tomar %

(
 partes del, e isto obviamente é 

menor que o propio número. 
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É moi fácil multiplicar 20 por &
$
; simplemente tomamos un cuarto de 20, que 

é 5. É igual de fácil multiplicalo por &
!
, por &

'
 e por &

#
, xa que neste caso só debemos 

tomar a metade, a terceira ou a quinta parte de 20. Por esta razón, ás veces vale 
a pena dividirmos as fraccións en tales fraccións «parciais», 

	

por exemplo: 
5
12 =

4
12 +

1
12	

Verifiquemos nas liñas pertinentes que $
&!

 é igual a &
'
, de modo que 

5
12 =

1
3 +

1
12
	

e &
&%

 é un cuarto de &
(
 (mira a figura das tortas e compróbao). Segundo isto, por 

exemplo, 

84 ×
5
12 = 84 × A

1
3 +

1
12B	

e esta multiplicación pódese levar a cabo tomando un terzo de 84, isto é 28, 
despois coller un cuarto desta cantidade, isto é 7, e finalmente facer 28 + 7, que 
é 35.  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12

1 2 3 4 5
4 4 4 4 4

1 2

10 …

…

…

…

…

…

0

0

0

0

0

2 2

1 2 3 4 5 6 7 8
6 6 6 6 6 6 6 6

1 2 3 4
3 3 3 3
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 Isto era particularmente útil en Gran Bretaña, onde se conservaban reliquias 
de todo tipo de números no «sistema imperial»7 de unidades de medida. Por 
exemplo, o xilin británico estaba dividido en 12 peniques, polo que en Gran 
Bretaña as multiplicacións por doceavos eran moi comúns. 

Vimos que todas as nosas operacións fundamentais se poden realizar dentro 
do campo das fraccións. Poñamos outro exemplo para mostrar isto: alguén está 
a facer algúns exercicios de aritmética; fai os máis fáciles en &

(
 de hora (é dicir, en 

20 minutos) e os máis difíciles en &
%
 de hora. Cal é o tempo medio que pasa nun 

exercicio? No exercicio máis difícil e no máis fácil pasa un total de 
1
3 +

1
2	

horas. Se os dous exercicios fosen igual de difíciles, en cada un deles gastaría a 
metade desta suma. Probablemente ese é o tempo que pasa nun exercicio de 
dificultade media. Calculemos canto é este tempo. Na liña dos sextos atopamos 
números iguais a &

(
 e &
%
, é dicir,  

2
6 =

1
3 							e					

3
6 =

1
2	

de xeito que a suma de &
(
 e &
%
 é a mesma que 

2
6 +

3
6 	=

5
6.	

A metade deste (bótalle un ollo) é o mesmo que o número da liña dos 
doceavos 

2
6 +

3
3 	=

5
6	

de xeito que un exercicio medio leva ,
&%

 de hora (é dicir, 25 minutos). 

 
7 Nota do tradutor: Ata que en 1971 se fixo oficial o sistema métrico decimal, a libra esterlina equivalía a 20 
xilins e cada xilin equivalía a 12 peniques, á parte de que se usaban outras moedas como a coroa (5 xilins 
ou 60 peniques) ou o florín (2 xilins). Coa decimalización, 1 libra equivale a 100 xilins. Con todo, entre as 
medidas de lonxitude do sistema saxón, séguense a usar a milla, a iarda, o pé e a polgada, coas seguintes 
equivalencias: 1 milla = 1760 iardas, 1 iarda = 3 pés, 1 pé = 4 polgadas. 
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Este é, por suposto, máis do que gastaría nun dos máis fáciles e menos do que 
empregaría nun dos exercicios máis difíciles. 

Podemos calcular a media de dous números calquera tomando a metade da 
súa suma. Deste xeito obtemos sempre un número cuxo valor está entre os dous 
dados. Por iso, en matemáticas chámaselle media aritmética.  

Este exemplo aparentemente inocente abre enormes posibilidades a nada que 
pensemos un pouco nel. 

En primeiro lugar, xuntamos todas as nosas liñas nunha liña. Non hai razón 
para que non o fagamos, para que non poidamos representar todas as fraccións 
nunha liña. Ao principio era máis fácil ter liñas separadas para as distintas 
unidades, xa que na liña unificada todas as fraccións cuxo valor é o mesmo coin-
cidirán nun punto. Debaixo escribiremos cada fracción na forma en que primei-
ro se produciu: 

	

Isto xa está a ser bastante denso, pero recordemos que só xuntamos unhas 
poucas liñas: as quintas, as sétimas, as décimo terceiras, as centésimas, unha 
enorme cantidade de subdivisións non figuran na nosa liña. Intentemos 
dalgunha maneira movernos por entre elas. 

Antes de nada, vemos que os números enteiros están entre as subdivisións. 
Estes poden considerarse como fraccións cuxos denominadores son 1. Porque 
(
&
	é realmente 3, se pensamos neste significado de fraccións que nos di que isto é 

dividido por 1. Aos números enteiros e as fraccións conxuntamente é ao que 
chamamos números racionais, o que semella augurar a posibilidade de números 
construídos dun xeito menos racional. 

Ademais de cero (que pode considerarse como -
%
 ou -

(
	ou -

)
, e así sucesi-

vamente), cal será a fracción máis pequena? É obvio que &
&%
	non é a máis pequena, 

xa que &
&(

 aínda é menor. Se dividimos unha torta nun número máis ca antes de 
anacos iguais, entón os anacos serán máis pequenos. Pero o mesmo é certo para 
calquera fracción que probemos: &

&-&
	é menor ca &

&--
, &
&--&

	é menor ca &
&---

. Así, 

1 1 1 1 5 1 7 2 3 5 11 13 7 5 4
12 6 4 3 12 2 12 3 4 6 12 12 6 4 3

0 17 3 19 5 7 111
12 2 12 3 4 12

23 2
12

…
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entre os números racionais non só non existe o maior, senón que tampouco existe 
o máis pequeno. 

Polo tanto, non podemos iniciar a enumeración dos números racionais. 
Comecemos, logo, con calquera fracción pequena, por exemplo &

&%
, e intentemos, 

polo menos, enumerar todos os números racionais desde este punto en diante. 
Cal é a fracción que vén despois de &

&%
? &
'
 non pode ser a que a segue na nosa liña, 

xa que sabemos que a media aritmética de &
&%

 e &
'
 cae entre estas dúas fraccións. 

Pero aínda que elixísemos outro número á dereita de &
&%

, en vez de &
'
, poderiamos 

construír a media aritmética de &
&%

 e este número, e de novo estaría máis próximo 

a &
&%

 ca o número que pensamos. Polo tanto, non hai un número que veña in-

mediatamente despois do &
&%

. Xa que logo, é igualmente imposible enumerar os 

números racionais que comezan por &
&%

. Podemos ver que, de xeito bastante xeral, 
se eliximos dous números racionais, aínda que estean ben próximos na nosa liña, 
estes dous números non serán veciños inmediatos, porque sempre haberá outro 
número racional entre eles. Isto é o que queremos dicir cando afirmamos que o 
conxunto de números racionais é «denso en todas as partes». 

Aquí atopamos outro aspecto do infinito; xunto co crecemento ilimitado dos 
números naturais e dos números primos, existe unha densidade ilimitada. Non 
hai un número tan grande que non haxa un maior na sucesión dos números 
naturais e na sucesión dos números primos. 

Este é o significado exacto do que din os matemáticos cando afirman que estas 
sucesións tenden ao infinito. Non hai unha distancia tan pequena que a menos 
desta distancia de &

&%
 non haxa outros números racionais. Isto exprésase dicindo 

que &
&%

 é un punto de acumulación do conxunto de números racionais. Claro 

que non só &
&%

; todos os demais números racionais son tamén puntos de acumu-
lación. 

Malia todo isto, aínda é posible dispoñer todos os números racionais nunha 
sucesión, pero non en orde de tamaño. 
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Vimos que podemos ordenalos nun número infinito de sucesións cando 
representamos as fraccións con igual denominador nunha liña. Por mor da 
uniformidade, imos tamén escribir os números enteiros en forma de fraccións: 

	

etc. Agora debemos reordenalos nunha única sucesión. 
Isto pódese facer escribindo os números, un despois do outro, seguindo as 

liñas inclinadas que debuxamos. 
Así a cada un deles chegaralle a súa quenda: 

1
1⏟ ,
2
1 ,
1
2E ,
3
1 ,
2
2 ,
1
3<>? ,
4
1 ,
3
2 ,
2
3 ,
1
4<==>==? ,
5
1 ,
4
2 ,
3
3 ,
2
4 ,
1
5<==>==?…		

e teremos grupos sucesivos, cada vez máis longos, pero cada un consistirá nunha 
cantidade finita de números. Deste xeito conseguimos unha sucesión única e 
calquera pode continuar esta sucesión unha vez que entendeu a súa regra de 
construción. Non necesitas nin sequera mirar as liñas inclinadas na figura ante-
rior se percibes que a suma do numerador e o denominador da única fracción do 
primeiro grupo é 2, en ambas as dúas fraccións do segundo grupo a suma do 
numerador e do denominador é 3, esta suma é 4 nas fraccións do terceiro grupo 
e no último grupo que fixemos é 6. Sobre esta base 

7	=	6	+	1	=	5	+	2	=	4	+	3	=	3	+	4	=	2	+	5	=	1	+	6	

e o seguinte grupo pode ser construído do seguinte xeito: 
6
1 ,
5
2 ,
4
3 ,
3
4 ,
2
5 ,
1
6	

1
1

2
1

3
1

4
1

5
1

1
2

2
2

3
2

4
2

5
2

1
3

2
3

3
3

4
3

5
3

1
4

2
4

3
4

4
4

5
4

1
5

2
5

3
5

4
5

5
5

…, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

, , , ,

…

…

…

…
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Agora calquera podería seguir o proceso mecanicamente. Unha sucesión 
infinita normalmente considérase como completa se, coñecida a súa regra de 
construción, calquera pode escribir os seus números en calquera punto desexado. 

Na nosa sucesión haberá, por suposto, números cuxos valores son iguais; xa o 
vimos coas nosas liñas. Se queremos escribir todos os números racionais só unha 
vez, hai que engadir á regra de construción que hai que eliminar as fraccións que 
se poden simplificar. Por exemplo, da parte da sucesión que acabamos de escribir, 
debemos eliminar %

%
, )
%
, (
(
 e %
)
. Entre estes, %

%
 e 3 teñen o mesmo valor ca &

&
, )
(%

 é o 

mesmo ca %
&
 e %
)
 é igual ca &

&%
. De feito, a sucesión de números racionais comeza 

como segue: 
1
1 ,
2
1 ,
1
2 ,
3
1 ,
1
3 ,
4
1 ,
3
2 ,
2
3 ,
1
4 ,
5
1 ,
1
5…	

e poderiamos continuar mecanicamente. Podo determinar cal é o primeiro termo 
da sucesión, o segundo, o terceiro e así sucesivamente A sucesión pode ser 
numerada, contada. É isto descríbese por expresión técnica, lixeiramente equí-
voca, dicindo que é «numerable» ou «contable». 

Este simple feito pon de novo o foco sobre un fenómeno importante. A pesar 
de que os números racionais (é dicir, todas as fraccións) están densamente 
repartidos por todas as partes, en certo sentido, hai tantos números racionais 
como números enteiros. Como podemos comparar un conxunto infinito con 
outro? Temos un método ben sinxelo para facelo. Se nunha clase de baile quero 
saber se hai tantos nenos como nenas presentes, non teño que contalos todos. 
Abonda dicirlles aos mozos que collan as súas parellas de baile. Se despois disto 
ningún neno permanece sen parella e non quedan nenas soas, está claro que hai 
o mesmo número de nenos ca de nenas. Esta comparación pode aplicarse a 
conxuntos infinitos; se podemos asociar os elementos de dous conxuntos 
infinitos de xeito que ningún elemento quede sen parella no outro conxunto, 
entón dicimos que estes conxuntos teñen o mesmo cardinal ou que son 
igualmente «numerosos». 

Agora a sucesión de números racionais que acabamos de construír pode 
emparellarse coa sucesión de números naturais. 
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Emparellamos 1 con &
&
, 2 con !

&
, 3 con &

!
 etc., polo que, por exemplo, 10 será 

emparellado co número 10 na nosa sucesión, é dicir, con #
&
; se queremos saber 

cal será o número co que está emparellado 100, só temos que construír o número 
100 na nosa sucesión mediante o procedemento dado e ese será o número 
buscado. É obvio que calquera podería continuar con este emparellamento ata 
calquera punto desexado, e sería imposible dar un número, da sucesión de 
números racionais ou da sucesión de números naturais, que quedase sen un 
compañeiro. Neste sentido, o conxunto de números naturais é tan numeroso 
como o conxunto de números racionais, e isto é así a pesar do feito de que os 
números naturais poden ser imaxinados como dispersos, como pasa nunha torta, 
dentro do conxunto denso de números racionais, formando unha minoría 
aparentemente insignificante destes. 

Isto saca de novo á luz un estado de cousas moi importante; temos que tratar 
o infinito con moito coidado. Hai quen cre que «a parte é menor que a 
totalidade» é un principio lóxico de validez absoluta. Aquí acabamos de ver un 
exemplo do contrario; os números naturais forman só unha parte insignificante 
do conxunto de números racionais, e aínda así son tan «numerosos» como os 
números racionais. Estes principios lóxicos xerais foron extraídos dunha gran 
variedade de experiencias humanas, pero todas esas experiencias son sacadas do 
finito. Ten levado a moita confusión cada vez que se usaron principios derivados 
de experiencias finitas para vestir o infinito. O infinito pronto sacode de enriba 
estas roupas tan inadecuadas. 

O feito de que, malia toda a evidencia, parece que nos rebelamos a admitir 
que a parte sexa igual ao conxunto nunha situación dada é probablemente debido 
a que os principios lóxicos reciben apoio do subconsciente, e non só da 
experiencia mesma. É como se o feito de que unha parte comece a competir co 
conxunto enteiro socavase os nosos principios. Pero tamén, quizais por esta razón, 
podemos gozar algo do pracer da froita prohibida cando saímos do mundo das 
leis inexorables á liberdade do infinito. 



 

128 

11. OUTRA APROXIMACIÓN AO INFINITO 

Deixemos o infinito por un momento e volvamos ao mundo das cousas concretas; 
temos dez dedos nas nosas mans, coas que tratamos de atrapar este mundo. Non 
sería posible integrar tamén as fraccións no sistema decimal de numeración?  

Recordemos en que consistía este sistema: á esquerda das unidades estaba o 
sitio para unidades dez veces máis grandes, é dicir, para as decenas. Á esquerda 
destas había un lugar para as centenas, que volven ser dez veces máis grandes, e 
así sucesivamente. Parecería que a idea suxerise que sigamos tamén esta 
disposición á dereita: escribamos as décimas no primeiro lugar á dereita dos uns, 
en segundo lugar escribamos as décimas de décimas, é dicir, as centésimas, no 
terceiro lugar as milésimas, e así sucesivamente. Pero, dalgunha maneira, debe-
mos separar estas novas unidades das outras, pois aínda que tivese intención de 
que en 

1	2	

o 1 significa un e o 2, dúas décimas, todo o mundo o lería como doce. Por iso se 
emprega a coma, ou punto, decimal: 

1,2	

e non hai que esquecer que isto é só unha abreviatura de 

1 +
2
10.	

Do mesmo xeito, 

32,456 = 32 +
4
10	+

5
100 +

6
1000,	

e esta é a forma en que obtemos fraccións decimais, ou números decimais. 
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Estas fraccións, cuxos denominadores son 10, 100, 1000 ou calquera outra 
unidade do sistema decimal, poden ser escritas tamén en forma decimal. Por 
exemplo 

23
100 =

20
100 +

3
100.	

Pero en !"
&""

 podemos dividir o numerador e o denominador por 10, de modo 
que 

23
100 =

2
10 +

3
100,	

e, como non hai números enteiros, finalmente temos 
23
100 = 0,23.	

Poderiamos preguntarnos se toda fracción se pode escribir como número 
decimal. O método máis sinxelo de transformación é realizar a división indicada 
na fracción. 

6
5 = 6	 ÷ 5 = 1, con	resto	1.	

O 1 restante tamén se pode transformar en décimas, é dicir, converter en 10 
décimas, e, dividindo por 5, obtemos 2 décimas. Na resposta debemos poñer a 
coma decimal: 

6						|	5					
10						1,2
			0

	

así que 
6
5 = 1,2.	

Do mesmo xeito 
7						|	25					
70						0,2
20

	

e quedamos con 20 décimas; estas podémolas cambiar por 200 centésimas, e, se 
as dividimos entre 25, obtemos 8 centésimas, de modo que 
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7						|	25					
70						0,28
200

	

e 
7
25 = 0,28.	

Pero moitas veces quedamos atascados mesmo nos casos máis sinxelos: 
4							|	9									
40							0,44…
			40
						4

	

e esta división nunca terminará. Podemos seguir facendo isto tanto como 
queiramos, que sempre teremos de resto 4. Polo tanto, $

(
	non se pode escribir 

como decimal. 
Pero que cómodo é facer contas con decimais! Basta con citar un exemplo: é 

un absoluto xogo de nenos multiplicar un decimal por 10. Por exemplo, se temos 
que facer:  

45,365 ×
1
10,
	

só temos que lembrar que 10 veces 4 decenas serán 4 centenas, 10 veces 5 
unidades serán 5 decenas, dez veces 3 décimas serán 3 unidades e así 
sucesivamente. Vemos inmediatamente que para facer esta multiplicación só te-
mos que mover a coma decimal un lugar á dereita: 

453,65,	

xa que deste xeito cada lugar-valor se move cara á esquerda, por exemplo as 
decenas convértense en centenas. Se multiplicamos o noso resultado por outros 
10, obtemos 4536,5, que nos dá cen veces o número orixinal (por exemplo, os 5 
convertéronse en 5 centenas), e así podemos ver de inmediato que para 
multiplicarmos por 100 hai que desprazar a coma decimal dous lugares á dereita. 
Do mesmo xeito vemos que a división por 10 pódese realizar movendo a coma 
decimal un lugar cara á esquerda. Ningún problema. Que útil sería poder escribir 
todas as fraccións como decimais!  
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Botémoslle outra ollada a onde nos atascamos antes. 
4							|	9									
40							0,44…
			40
						4

	

O resto aquí sempre será 4; este pasará a ser 40 cando cambiemos a unidades 
que sexan a décima parte das unidades anteriores e, en 40, 9 sempre caberá 4 
veces. Aínda que esta división nunca remate, sempre temos a resposta á man: o 
4 vaise repetir indefinidamente. 

A persoa práctica dirá: aínda que a división rematase no décimo lugar, eu non 
pensaba facer uso da resposta enteira; só estou interesado en decilitros como 
máximo (un decilitro é a décima parte dun litro), ou en centímetros (un centí-
metro é a centésima parte dun metro), ou quizais en gramos (un gramo é a milé-
sima parte dun quilogramo). A cantidade que queda despois dunha milésima 
sería tan insignificante como abrir un pelo á metade. Só necesito esta forma do 
decimal infinito:  

0,4	

ou  
0,44	

ou esta outra 
0,444	

para poder facer todos os meus cálculos con $
(
 coma se fose un decimal finito 

como é debido. 
Na física poderían necesitar máis elementos ca estes nas súas medidas moito 

máis precisas, pero incluso nestas está a chamada marxe de erro. Á hora de repetir 
un experimento, poden estimar que tipo de variacións cabe esperar por mor das 
imprecisións nos nosos propios sentidos e nos propios instrumentos, e os lugares 
decimais máis aló dun punto que non paga a pena ter en conta nos cálculos. 

É de supoñer que os instrumentos de medida serán mellorados cada vez máis, 
que a marxe de erro será reducida, pero sempre haberá algún erro e sempre pode-
remos parar nalgún lugar da sucesión 

0,4444444…	
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de decimais, aínda que posiblemente nun lugar moi distante. Non importa que 
non saibamos con antelación ata onde teremos que chegar nun futuro; o que 
importa é que sabemos que poderemos ir ata o lugar requirido, xa que coñecemos 
a expansión de )

!
 máis alá de calquera posible límite. Por moito que avancemos 

na expansión, só teremos o 4 repetido. 
Entón, é posible transformar cada fracción nun decimal, polo menos neste 

sentido? Ou, reformulando a pregunta doutro xeito, aínda que nunca se remate 
unha división, polo menos haberá algunha regra segundo a cal se sucedan os 
números da resposta, o que nos permitiría ter unha idea xeral de toda a expansión? 
Podemos ver facilmente que a resposta é afirmativa. 

Toda esa expansión máis cedo ou máis tarde vaise repetir. 
Examinemos, por exemplo, a fracción con %&

%%
: 

Se dividimos por 22, o resto será inferior a 22 e, se a división nunca termina, 
cada resto será un dos números: 

1,	2,	3,	4,	5,	6,	7,	8,	9,	10,	11,	12,	13,	14,	15,	16,	17,	18,	19,	20,	21.	

Imaxinemos que temos unha cómoda con 21 caixóns e que cada un destes 
números están nun caixón distinto. Se, mentres realizamos a división, 
conseguimos, por exemplo, un resto 7, poremos unha bóla no caixón número 7. 
Se seguimos pacientemente coa división ata completarmos 22 pasos, tivemos que 
poñer 22 bólas en 21 caixóns, e, polo tanto, ten que haber, polo menos, un cai-
xón con dúas bólas. Despois de 21 pasos debe repetirse un dos restos. Se temos 
sorte, algún deles repetirase moito antes e, unha vez que un dos restos resulta 
igual ca un anterior, todo se repetirá a partir de aquí. Vexamos isto no noso 
exemplo: 

21						|	22									
210					0,954		
			120
						100
									12
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Alto! Xa tivemos 12 como resto. Aquí comezan a repetirse os números: 

21								|	22																					
210								0,9545454…
			120
						100
									120
											100
														120
																	100

	

de xeito que, ademais dun 9 «irregular», o grupo 54 repítese indefinidamente. 
Reciprocamente, se se nos presenta un decimal de tipo periódico, é posible 

coñecer a fracción da cal é expansión? Comecemos con 0,9545454… e supoña-
mos que non sabemos de que fracción é expansión. Como non o sabemos, cha-
mémoslle 𝑥: 

𝑥 = 0,9545454…	

Se o multiplicamos por 1000, é dicir, se levamos o punto decimal tres lugares 
á dereita, a parte do número enteiro estará representada pola parte da expansión 
ata o final do primeiro período, 

1000𝑥 = 954,5454…	

Se, por outra parte, multiplicamos 𝑥 por 10, a parte do número enteiro será 
a parte irregular antes de que comecen os períodos: 

10𝑥 = 9,545454…	

Se restamos este número do anterior, debemos restar 10 veces 𝑥 de 1000 veces 
𝑥 e así quedaremos con 990 veces 𝑥. Por outra banda, a parte despois do punto 
decimal consiste en ambos os dous números na repetición indefinida de 54, e 
por iso estas partes son completamente idénticas; cando os restamos, 
cancelaranse. A diferenza entre 954 e 9 é, por suposto, 945, polo que finalmente 
temos 

990𝑥 = 945.	
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Pasando 990 á parte dereita como divisor, teremos 

𝑥 =
945
990.	

Esta fracción pode ser simplificada por 45: 

945 ÷ 45 = 21				e					990 ÷ 45 = 22,	
así que 

𝑥 =
21
22,	

como xa sabiamos. 
No proceso, fixemos un paso á lixeira: non tivemos coidado co infinito. 

Pensamos en 0,9545454…, non recortado cun certo grao de precisión, senón que 
escrito indefinidamente, e multiplicámolo como se fose un número finito cal-
quera. Quen ou que xustifica que poidamos pensar que 0,9545454… ten algún 
tipo de significado finito?  

Consideremos este mesmo problema nun exemplo máis sinxelo, pois é igual 
de dubidoso que teña algún significado finito o número 

1,11111111111…,	

no que os 1 se repiten indefinidamente. 
Resulta curioso que a xente non se asombre ante un decimal infinito deste 

tipo, pero quedan atónitos ante unha suma infinita como: 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +

1
10000 +⋯𝑎𝑑	𝑖𝑛𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑢𝑚	

malia que isto non é máis ca outra forma de escribir o anterior. Aínda que non 
me sorprende que se horroricen con isto último, chámame moito a atención que 
acepten a primeira. A sucesión 

1,
1
10 ,

1
100 ,

1
1000 ,

1
10000…

	

podemos considerala completa, mesmo en toda a súa lonxitude infinita, dado 
que calquera a pode prolongar ata tan lonxe como queira, pero é certamente 
afoutado considerar este camiño infinito tan familiar e completo como para 
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sermos quen de sumar todos os seus termos. Que poderemos entender por esa 
suma? Un coñecido matemático, sendo aínda un neno, formulou para si o 
significado da suma dunha sucesión infinita do seguinte xeito. 

Había un tipo de chocolate que os fabricantes estaban intentando popularizar 
poñendo un cupón no envoltorio de papel de prata, e quen xuntase 10 destes 
cupóns obtería a cambio outra barra de chocolate de balde. Canto vale realmente 
unha desas barras de chocolate? Por suposto, ten máis valor ca unha barra de 
chocolate, porque hai un cupón e por cada cupón podemos obter &

&-
 dunha barra 

de chocolate (pois por 10 dannos unha barra). Pero con esta décima parte dunha 
barra obteremos, pola súa vez, &

&-
 dun cupón, e se por un cupón obtemos un 

décimo de barra de chocolate, por &
&-

 dun cupón obtemos unha décima parte 

desta décima parte, é dicir, &
&--

 dunha barra de chocolate. A esta &
&--

 dunha barra 

de chocolate perténcelle &
&--

 dun cupón, e por el conseguimos unha décima parte 

do chocolate, e unha décima de &
&--

 é &
&---

 dunha barra de chocolate, e así 
indefinidamente. É obvio que isto nunca se deterá, polo que a miña única barra 
de chocolate xunto co seu cupón é de feito a suma  

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +

1
10000 +⋯

	

barras de chocolate.  
Por outra banda, podemos demostrar que vale exactamente 1 &

!
 dunha barra 

de chocolate. 
O 1 é, por suposto, o valor do chocolate real, polo que todo o que hai que 

mostrar é que o cupón que o acompaña vale &
!
 dunha barra de chocolate. Abonda 

demostrar que 9 cupóns valen unha barra de chocolate, xa que entón será certo 
que un cupón vale o &

!
 desta. Supoñamos que teño 9 cupóns, entón podo ir á 

tenda e dicir: «Por favor, pódeme dar unha barra de chocolate? Gustaríame 
comela aquí agora e págolla despois». Como o chocolate, quito o cupón que o 
acompaña e agora teño 10 cupóns cos que de feito podo pagar, e asunto 
concluído: comín o chocolate e non teño ningún cupón. 
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Polo tanto, o valor exacto de 9 cupóns é, de feito, unha barra de chocolate, o 
valor dun cupón é &

!
 dunha barra de chocolate, unha barra de chocolate con 

cupón vale 1 &
!
 barras de chocolate. Así, que a suma da serie infinita 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +

1
10000 +⋯	

sexa exactamente 1 &
!
 é algo bastante tanxible ou, mellor dito, dixerible8. Pode-

mos resumir o resultado, máis ou menos, como segue: se algo é igual a 1 como 
primeira aproximación, é igual a 1 + &

&-
 como unha aproximación lixeiramente 

mellor, é igual a 1 + &
&-
+ &

&--
 como unha mellor aproximación, pero aínda non 

exacta, e así sucesivamente, por tempo indefinido, entón é igual a 1 &
!
 exacta-

mente, non aproximadamente9. 
Agora podo cumprir as promesas que fixen nos capítulos anteriores; así, deste 

xeito, é como poderiamos facer precisa a afirmación de que a área dun círculo 
pode aproximarse por medio de polígonos, igual que o teorema sobre a 
distribución dos números primos. Por suposto, vas ter que crer a miña palabra, 
xa que non podo entrar nas longas probas que serían necesarias. 

En álxebra, por exemplo, determinabamos un número do seguinte xeito: sexa 
𝑥 un número tal que, se o dividimos por 2, multiplicamos por 3 e lle sumamos 
5, obtemos 11, é dicir, sexa 𝑥 o número que satisfai a ecuación 

𝑥
2 × 3 + 5 = 11.	

Acabamos de aprender outro método para determinar un número. A rama 
das matemáticas que trata da determinación de números mediante aproxi-
macións sucesivas, pero ao mesmo tempo con total precisión, chámase análise. 

Imos comezar por outro lado, por 1&
!
. Unha unidade pódese dividir en nove 

novenos, de modo que 

 
8 Referirémonos a isto como «o exemplo do chocolate». 
9 As aproximacións en xeral serán tratadas no seguinte capítulo. 
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1
1
9 =

9
9 +

1
9 =

10
9 =	 10					|	9														

	 			10				1,1111…
	 					10
	 								10
	 											10
	 														1

	

indefinidamente, e acabámoslle de dar arriba un significado preciso á igualdade 
entre 1&

!
 e esta expansión infinitamente longa. 

En matemáticas isto exprésase dicindo que a sucesión das «sumas parciais» 

1; 1,1 = 1 +
1
10 ; 	1,11 = 1 +

1
10 +

1
100	⋯	

«tende ao límite» 1&
!
, ou dicindo que a serie 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯

	

é converxente e a súa suma é 1&
!
. 

Aquí introducimos un novo tipo de suma. Deberiamos ver se obedece ás 
regras das operacións antigas. Non quero meterme nun estudo tan meticuloso; 
simplemente afirmarei que: non hai dúbida de que seguen as vellas regras. Ta-
mén aquí o infinito escapa das nosas regras, tanto que se desenvolveu un estudo 
especial sobre aquelas series cuxos termos poden ser intercambiados en calquera 
orde ou agrupados de calquera xeito. A serie que acabamos de analizar é unha 
destas series: 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯

	

Pero vexamos esta outra serie:  

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯	

Se cambiamos a orde das operacións e agrupamos os termos xuntos en parellas 
1 − 1356

)
+ 1 − 1356

)
+ 1 − 1356

)
+⋯	
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obteremos unha serie composta só por ceros, e, por máis número de ceros que 
sumemos, o resultado será sempre cero, así que o resultado da suma debe ser cero. 
Pero se agrupamos os termos como a continuación 

1 + −1 + 134546
)

+−1 + 134546
)

+−1 + 134546
)

+⋯	

entón construímos a serie: 

1	+	0	+	0	+	0	+…	

e a suma desta serie é obviamente 1. Non podemos esperar poder realizar as 
operacións en calquera orde. 

Pero non todo está perdido: por exemplo, aínda podemos multiplicar unha 
serie infinita, termo a termo, por un número. 

Sigamos xogando co noso resultado. Se de 

1, 111111… = 1
1
9
	

restamos 1, temos 

0, 111111… =
1
9
	

e, multiplicando por 9, temos 

0, 9999999… =
9
9 = 1.	

Dividindo por 10 (se levamos o punto decimal un lugar á esquerda, 
imaxinando este punto decimal seguindo o número enteiro 1, quedarán 0 
números enteiros) teremos  

0,0999999… = 0,1.	

Dividimos outra vez por 10 e temos 

0,0099999… = 0,01	

etcétera. De xeito que os decimais finitos —1; 0,1; 0,01 etc.— poden 
considerarse tamén como decimais infinitos nos que despois dos ceros non hai 
máis que noves. De aquí dedúcese de inmediato que cada número decimal finito 
pode ser escrito como un número decimal infinito de dous xeitos. Sexa 0,2 o 
número decimal en cuestión. Podemos escribilo primeiro así: 
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0,2000000…,	

pois sumarlle 0 centésimas, 0 milésimas e 0 dezmilésimas non pode alterar o 
número. Outra forma de escribilo sería 

0,199999…	

xa que a décima —é dicir, 0,1— que lle quitamos a 0,2 é igual a 
0,099999…	

que lle sumamos a 0,1 (sería posible demostrar que esta é a única ambigüidade 
posible que podería xurdir nas expansións decimais dos números). 

Na serie examinada antes, é dicir, en 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯	

cada termo é a décima parte do precedente, é dicir, obtense do anterior 
multiplicándoo por &

&-
. Deberías lembrar as progresións aritméticas nas que a 

diferenza entre cada dous termos veciños é sempre a mesma. O tipo de serie en 
que o cociente de calquera dos dous termos veciños é sempre o mesmo chámase 
serie xeométrica. 

Non debemos ser fachendosos e pensar que agora podemos sumar todas as 
series infinitas. Vexamos, por exemplo, a seguinte serie xeométrica: 

1	+	10	+	100	+	1000	+	…,	

na que o cociente de termos veciños é 10. É obvio que as súas sumas parciais 
acabarán por ser maiores que calquera número en particular (por exemplo, xa 
desde o cuarto termo en diante son maiores ca 1000), e así esta serie tende ao 
infinito. Ademais, mesmo a serie xeométrica en que cada termo é seguido por 
ese termo multiplicado por 1 fai o mesmo, xa que en 

1 + 1 + 1 + 1 +⋯	

cada suma parcial é maior que 1000 desde a milésima posición, superior a 
1 000 000 desde a millonésima en diante e así sucesivamente. 

Se cada termo é seguido por el mesmo multiplicado por −1, entón do feito de 
que 

1	×	(−1)	=	−1,	(−1)	×	(−1)	=	+	1,	(+	1)	×	(−1)	=	−1	
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e así sucesivamente, a serie será 

1 − 1 + 1 − 1 + 1 − 1 +⋯	

e xa sabemos todo tipo de cousas horribles sobre ela. 
As súas sumas parciais, en orde, son: 

1
1 − 1 = 0
1 − 1<>?+ 1 = 0 + 1 = 1
1 − 1<>?+ 1 − 1<>? = 0 + 0 = 0

	

etcétera. Podemos ver que estes son alternativamente iguais a 1 e a 0. 

	

Saltan entre 0 e 1 (usando unha palabra máis longa, «oscilan») e non se 
aproximan a ningún tipo de número. Pode ter saltos máis grandes, incluso saltos 
cada vez máis grandes, se o cociente de dous termos veciños é un número 
negativo cuxo valor absoluto é maior ca 1. A imaxe para isto sería: 

	

Entre as series que analizamos ata agora só houbo unha que puidésemos 
sumar: 

1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯	

Isto probablemente ten que ver co feito de que os termos desta serie son cada 
vez máis pequenos; ademais, serán tan pequenos como queiramos, con tal de 
avanzarmos abondo na serie. Dito coa precisión do exemplo do chocolate, 
tenden a cero. (Pódese demostrar que se algo é igual a 1 como primeira aproxi-
mación, igual a &

&-
 como segunda aproximación, igual a &

&--
 como terceira apro-

ximación e así sucesivamente, entón con absoluta precisión esta cousa só pode 

-2 -1 0 1 2 ……
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ser cero. Non sempre o formularei dun xeito tan longo, senón que me remitirei 
á formulación precisa do exemplo do chocolate). Deste xeito imaxinamos que 
aínda que debemos sumar un número infinito de números, os cales son cada vez 
máis pequenos, ou máis ou menos insignificantes, estes influirán cada vez menos 
no resultado, e así as sumas parciais que inclúen máis e máis termos da serie van 
representar a súa suma cada vez mellor. 

Pero isto non chega para facer posible a suma dunha serie. A sucesión 

1,
1
2 ,
1
3 ,
1
4 ,
1
5 ,
1
6…	

converxe igualmente a cero, aínda que máis lentamente que a anterior. Na nosa 
primeira serie cada termo é inferior a &

&---
 a partir do cuarto termo; nesa serie 

que acabamos de dar isto só sucede desde o milésimo termo en diante. A pesar 
diso, as sumas parciais da serie 

1 +
1
2 +

1
3 +

1
4<>?+

1
5 +

1
6 +

1
7 +

1
8<===>===?+

1
9 +

1
10 +

1
11 +

1
12 +

1
13 +

1
14 +

1
15 +

1
16<============>============?+⋯	

tenden a infinito. 
Para entendermos isto podemos facer o seguinte: sabemos que o valor dunha 

fracción se fai menor se o denominador aumenta (se cortamos a torta en máis 
franxas, as franxas serán máis pequenas). En consecuencia, as sumas parciais 
faranse máis pequenas se en lugar de &

(
 poñemos un número menor, &

)
, no canto 

de cada unha das fraccións &
,
, &
'
 e &
$
 poñemos &

"
, no canto de &

!
, &
&-

,	 &
&&

, &
&%

,	 &
&(

, &
&)

 e 
&
&,

 poñemos &
&'

, e así sucesivamente; en xeral, avanzamos polos termos ata 
atoparmos no denominador unha potencia de 2 (4 = 2!, 8 = 2', 16 = 2$…) e 
substituímos os termos anteriores por este novo termo. 

Así, as sumas parciais da seguinte serie serán máis pequenas ca as sumas 
parciais da nosa serie: 

1 +
1
2 +

1
4 +

1
4<>?+

1
8 +

1
8 +

1
8 +

1
8<===>===?+

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16<============>============?+⋯	

E aquí están os valores sucesivos que van tomando os grupos: 
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1
4 +

1
4 =

2
4 =

1
2

1
8 +

1
8 +

1
8 +

1
8 =

4
8 =

1
2

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 +

1
16 =

8
16 =

1
2

	

etcétera. Vemos que cada grupo sempre dá como suma &
%
. Así, 2000 × &

%
 = 1000; 

2	000	000 × &
%
	= 1	000	000, de xeito que as cantidades parciais desta serie, se as 

tomamos o suficientemente longas, fanse máis grandes que calquera número 
natural. Polo tanto, isto tamén será certo para as cantidades da serie orixinal, que, 
lembremos, son maiores ca estas. 

Logo, para que unha serie infinita sexa sumable non abonda con que os 
termos tendan a 0 a «medio gas», deben achegarse a 0 a «bo ritmo». 
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12. A RECTA ESTÁ REPLETA 

As expansións de fraccións en forma decimal resultaron sorprendentemente 
regulares: ou tiñan un número finito de decimais ou estes acababan por ser 
periódicos. No medio tempo, afixémonos á idea de tratar unha expansión infi-
nita como un único número concreto, xa que, por exemplo, cando comezamos 
con 1,111111… descubrimos que era exactamente igual a 1 &

!
. É case imposible 

non preguntarse se poderiamos imaxinar decimais que non se repitan periodica-
mente; non haberá un número correspondente a unha expansión así? De feito, 
podemos construír unha expansión cuxos números decimais son bastante regu-
lares, de modo que calquera podería seguir escribíndoos; deste xeito temos visión 
de toda a expansión, pero non podemos atopar ningún grupo que se repita nela. 
Por exemplo 

0,101001000100001000001… é unha desas expansións. 

A regra é moi sinxela. Sempre hai un 0 máis despois de cada 1 sucesivo; así 
que é imposible que poida haber repeticións, o que equivalería a que, máis cedo 
ou máis tarde, os 1 que aparecen entre os 0 se sucederían a intervalos regulares. 
Polo tanto, esta non pode ser a expansión de ningunha fracción; as súas sumas 
parciais non poden converxer a ningún número racional. 

Porén, mostrarei que converxe a algún tipo de oco no conxunto dos números 
racionais. Isto demostrará que, a pesar da densidade ilimitada dos números 
racionais, quedan algunhas lagoas entre eles. 

Se nos detemos nas décimas, desprezamos moitos lugares. Por outra banda, 
cada suma parcial é inferior a 0,2, xa que o 1 das décimas tería que ir seguido só 
de noves, 

0,199999999…	
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para que fose igual a 0,2, segundo o que falamos no capítulo anterior. Polo tanto, 
todas as demais sumas parciais estarán comprendidas entre 0,1 e 0,2; é dicir, na 
liña de abaixo, estarán representadas nalgún punto do intervalo debuxado máis 
groso: 

	

Como primeira aproximación poderiamos tomar calquera punto arbitrario 
neste intervalo. 

Do mesmo xeito podemos ver que, se nos detemos nas milésimas, as sumas 
parciais apertaranse entre 

0,101	e 0,102.		

Isto só se pode mostrar aproximadamente na figura, xa que os puntos en 
cuestión están moi xuntos entre si (a súa diferenza é inferior a unha milésima). 

Así, os puntos deste intervalo proporcionan unha aproximación moito mellor; 
o novo intervalo está enteiramente dentro do anterior. Continuando o 
argumento, canto máis e máis lonxe avanzamos, máis e máis estreitos son os 
intervalos en que se apertan as sumas parciais: 

entre 0,101001 e 0,101002 
entre 0,1010010001 e 0,1010010002… 

Se estes intervalos non se volvesen pequenos tan axiña, a imaxe pareceríase a 
esta: 

	

As lonxitudes dos nosos intervalos son as seguintes: 
0,1	
0,001	
0,000001	
0,0000000001;	

1º intervalo

2º

4º
3º
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é dicir, unha décima, unha milésima, unha millonésima de unidade e así sucesi-
vamente. 

Estes, por suposto, converxen a cero (e cunha velocidade tan grande que é 
imposible seguilos, nin debuxando nin sequera por medio de palabras). As nosas 
sumas parciais estarán apertadas en todos estes intervalos, que se fan indefinida-
mente cada vez máis e máis pequenos. 

Este encaixe é coma esas bonecas rusas, ou coma ese xogo clásico inglés de 
«pasar o paquete», no que se fai circular un voluminoso paquete ao que cada 
participante lle quita un envoltorio e pasa o paquete ao seguinte, quen lle quita 
outra capa e llo pasa ao seguinte, cada vez máis emocionado coa suposta proxi-
midade do regalo final, que, ás veces, non é máis ca unha bóla de papel. Cada 
vez o paquete é máis e máis pequeno, ata que alguén chega ao final. O xogo non 
pode continuar eternamente por grande que sexa o paquete co que empezamos. 

O segundo intervalo está enteiramente dentro do primeiro, o terceiro está 
dentro do primeiro e do segundo, o cuarto intervalo está dentro de todos os 
intervalos anteriores e así sucesivamente. A nosa intuición dinos que, se seguimos 
a construír indefinidamente estes intervalos, un dentro do outro e cada vez máis 
pequenos, a pouca cousa en que se converten ao final deberá ser unha parte 
común de todos eles. Podemos probar que non se puido incluír máis dun punto 
en todos eles. Supoñamos, entón, que atopei un tal punto común e que alguén 
chega e di que atopou outro diferente, un punto distinto do meu, e que tamén 
está contido en todos os intervalos. Naturalmente, o seu punto non pode estar 
moi separado do meu. Na seguinte figura debúxoos ben separados, para podelos 
ver ben, pero o argumento é aplicable a calquera distancia, por pequena que sexa. 

	

Por máis preto que estean os puntos, se son diferentes, aínda haberá unha 
certa distancia entre eles, digamos 2 milésimas de unidade. Tomemos a metade 
desta, é dicir, unha milésima. 

{ 2 milésimas

o meu punto o seu punto
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As lonxitudes dos intervalos que están dentro un doutro tenden a cero, de 
modo que, máis cedo ou máis tarde, as súas lonxitudes serán menos dunha milé-
sima de unidade. O meu punto caerá nun deles, e aínda que estea preto do extre-
mo esquerdo dun intervalo cuxa lonxitude sexa inferior á milésima, este intervalo 
nunca podería estenderse ata o punto que está a unha distancia de 2 milésimas. 

	

Polo tanto, o outro punto que se deu como contra-exemplo quedará fóra 
deste intervalo e dos intervalos menores encaixados neste. Por iso é imposible 
que este outro punto sexa tamén un punto común de todos os intervalos. 

Todos os nosos intervalos teñen, entón, un único punto en común e, para 
calquera intervalo que elixamos, as sumas parciais de 0,1010010001… estarán nel 
sempre que vaiamos o suficientemente lonxe, polo que os puntos corresponden-
tes a estas sumas cada vez estarán máis e máis preto do noso punto, noutras 
palabras, converxen ao noso punto. 

Deste xeito atopamos un punto na nosa liña de números ao que, ata agora, 
non lle correspondía ningún número. Aínda que as fraccións están ben mestas 
por toda a nosa liña, ningunha delas foi parar a este punto.  

As formas decimais correspondentes ás fraccións son periódicas, pero o noso 
número 0,101001000100001…, que converxe a este punto, non contén ningunha 
parte que volva repetir ciclicamente. E, con todo, este é un punto ben definido 
que está a unha distancia determinada de 0. Pero se intentamos medir esta 
distancia, é imposible facelo en unidades enteiras, e tamén imposible en fraccións 
da unidade. Así que, ata agora, esta distancia nin sequera posuía unha medida. 
Para compensar a súa falta, diremos que a medida desta distancia é o número 
«irracional» 

0,101001000100001000001…	

e por iso introducimos esta cousa, ata agora sen nome, pero ben determinada, da 
que os valores racionais 

0,1;			0,101;			0,101001;			…	

{ 1 milésima

o meu punto o seu punto



12. A RECTA ESTÁ REPLETA 

147 

son cada vez unha mellor aproximación; para a enxeñaría ou para a física é igual 
de útil ca a expansión )

!
 = 0,444444… Non hai ningún grao de precisión que non 

se poida conseguir coas aproximacións a este número, e coñecemos todos os 
díxitos seus que poidamos necesitar, xa que temos unha imaxe do patrón dos 
díxitos en conxunto. 

De xeito análogo, podemos mostrar que a calquera decimal infinito non 
periódico dado por algunha regra lle corresponde un punto concreto da liña 
numérica, é dicir, o punto na liña que está a esa distancia concreta de 0. Consi-
deraremos todas estas expansións decimais infinitas como as medidas das 
correspondentes distancias e chamarémoslles números irracionais. 

Quizais estas consideracións parecen moi abstractas. Non obstante, tiven 
unha alumna, Eva, en cuarto curso, que descubriu por si mesma que había 
distancias cuxas lonxitudes non podían expresarse en unidades enteiras nin en 
fraccións. Estaba resolvendo o seguinte pasatempo. En cada esquina dun 
estanque de peixes hai unha árbore. O problema consiste en facer que o estanque 
sexa o dobre de grande, mantendo a forma cadrada e as árbores onde están: 

	

Eva descubriu que a solución era a seguinte: 

	

O cadrado grande é de feito o dobre do cadrado pequeno, porque, se debu-
xamos as diagonais no cadrado pequeno, 
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podemos ver que, se dobramos os catro triángulos formados cara a fóra, obtemos 
o cadrado maior. É obvio que engadimos ao estanque pequeno tanta área como 
a súa área orixinal. 

	

Pero Eva non estaba satisfeita. Tiña curiosidade por saber canto medirían os 
lados do novo estanque se os do vello medían 1 quilómetro. A área da antiga 
lagoa neste caso era de 1 × 1 = 1 quilómetro cadrado e, polo tanto, a área do 
estanque ampliado era o dobre, é dicir, 2 quilómetros cadrados. O problema é 
atopar un número que, ao cadrado, dea 2. Así é como chegamos á inversión da 
exponenciación, é dicir, a extracción de raíces. O problema foi o cálculo dun 
número cuxo cadrado é 2. Se hai un número tal, denotámolo con √2. 

Así que Eva comezou a facer probas con isto e aquilo. O lado do estanque 
pequeno era 1 quilómetro, o lado do estanque máis grande será obviamente máis 
longo. Pero non podía medir 2 quilómetros de longo, xa que 2 × 2 = 4 e así a 
súa área sería de 4 quilómetros cadrados. Logo, a lonxitude do lado debe estar 
entre 1 e 2 quilómetros. 

Entón, Eva intentou tomar algunhas décimas máis ca 1. Durante as súas 
probas atopou isto: 

1,4! = 1,4 × 1,4 = 1,96							e								1,5! = 1,5 × 1,5 = 2,25.	

1,96 é menos, mentres que 2,25 é máis ca a área do estanque, que é de 2 
unidades. Así, a lonxitude do lado debe estar comprendida entre 1,4 e 1,5 
quilómetros. Entón continuou dividindo este intervalo en centésimas, e quedou 
claro, do mesmo xeito, que a lonxitude do lado debe estar 

entre	1,41	e	1,42.	
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Continuando con este proceso, Eva cada vez convencíase máis de que nunca 
atoparía o número cuxo cadrado era 2. «Pero ese número ten que existir!». Aquí 
o está, tan claro coma o lado do estanque maior. «Construíno eu mesma!», dixo 
Eva. 

Eva tiña razón na súa intuición. Non hai un número racional cuxo cadrado 
sexa 2. Eva demostrou que non había tal número enteiro cando mostrou que o 
número requirido ten que estar entre 1 e 2, pois entre 1 e 2 non hai máis números 
enteiros. Polo tanto, só queda examinar as fraccións situadas entre 1 e 2. 

Simplificámolas ata que non se poidan simplificar máis. O seu denominador 
non pode converterse deste xeito en 1, xa que, por exemplo, (

&
 é realmente 3, e 

non hai números enteiros entre 1 e 2. E é igual de seguro que non podemos 
simplificar os seus cadrados, por exemplo, 

A
15
14B

!

=
15 × 15
14 × 14	

e non podemos simplificar &,
&)

, porque 15 = 3 × 5 e 14 = 2 × 7 e 15 e 14 non 
teñen ningún factor primo común. Por outra banda, non conseguiremos factores 
primos comúns multiplicando estes números por si mesmos, 

A
3 × 5
2 × 7B

!

=
3 × 5 × 3 × 5
2 × 7 × 2 × 7	

e está fóra de discusión que se poidan simplificar. Pero unha fracción que non se 
pode simplificar e cuxo denominador non é 1 non pode ser igual a 2. 

Con iso e todo, os ensaios de Eva son os comezos dos encaixes sucesivos e, ao 
mesmo tempo, o inicio da expansión decimal de √2 . A forma decimal de 
calquera número entre 1 e 2 está claro que comezará así: 

1,…	

Calquera número con tal comezo pode considerarse como unha primeira 
aproximación a √2. 

Se sabemos, ademais, que este número está entre 1,4 e 1,5, entón a expansión 
decimal seguirá así: 

1,4…	
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e os números con ese comezo xa dan unha aproximación mellor. A partir do feito 
de que o número que buscamos está comprendido entre 1,41 e 1,42, seguimos 

1,41…	

Agora temos que dividir o intervalo entre 1,41 e 1,42 en milésimas e ver onde 
cae. Entre 

1,410;	1,411;	1,412;	1,413;	1,414;	1,415;	1,416;	1,417;	1,418;	1,419;	

buscamos o número cuxo cadrado é menor que 2, pero tal que o cadrado do 
seguinte sexa maior ca 2. Estes dous números dannos unha caixa, dunha 
lonxitude de tan só unha milésima, na que meter √2 , e ao mesmo tempo 
atopamos o terceiro punto decimal na expansión de √2. 

Hai un método máis mecánico para determinarmos a expansión decimal de 
√2, pero a clave está neste apertamento en caixas cada vez máis pequenas. 

Este proceso pódese continuar indefinidamente e a cada paso dános mellores 
e mellores aproximacións. Sabemos que nunca pode acabar nin volverse 
periódico, xa que √2 non pode ser un número racional. Aínda así, está xusto 
diante de nós, dun xeito tanxible e exacto; sabemos como é de grande este 
número que obtivemos con aproximacións cada vez máis exactas. Non é máis 
que a lonxitude do estanque ampliado. 

O coñecido teorema de Pitágoras tamén axuda a aclararnos quen é realmente 
este √2 . Debuxamos un triángulo rectángulo cos dous lados adxacentes ao 
ángulo recto de 1 unidade e debuxamos un cadrado en cada un dos seus lados. 

	

Se trazamos unha diagonal en cada un dos cadrados pequenos e as dúas 
diagonais do cadrado grande, todos os triángulos que obtemos son congruentes 

1

1
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e catro deles están nos dous cadrados pequenos e catro no cadrado grande. Polo 
tanto, a suma das áreas dos cadrados pequenos será a mesma que a área do 
cadrado maior, e, dado que podemos calcular a área dun cadrado ao cadrar a 
lonxitude dun lado, a suma dos cadrados dos dous lados adxacentes ao ángulo 
dereito é igual ao cadrado da hipotenusa (isto non só é certo para este triángulo 
especial, senón que tamén o é para todos os triángulos rectángulos; a proba no 
caso xeral é un pouco máis complicada). Aquí está a suma dos cadrados dos dous 
lados adxacentes ao ángulo recto 

12	+	12	=	1	+1	=	2,	

e isto é o mesmo que o cadrado da hipotenusa, de xeito que a lonxitude da 
hipotenusa é √2 unidades. 

Pódese demostrar que as operacións con números irracionais poden levarse a 
cabo traballando cos valores aproximados. Os valores aproximados son números 
racionais e estes seguen obedecendo ás antigas regras de manipulación. Aquí 
estamos ante un caso en que as antigas regras se manteñen, mesmo para unha 
serie infinita. 

Agora podemos volver ao problema, deixado en suspenso, de se sempre se 
pode expresar a lonxitude da aresta dun cubo ou a lonxitude do lado dun 
rectángulo en centímetros. A resposta é que non sempre se pode facer, no sentido 
de que hai distancias que nin sequera se poden medir con ningunha fracción de 
centímetro. Por exemplo, se un centímetro ten unha certa distancia 31 veces, 
entón esta distancia é de &

(&
 centímetros; polo que acabamos de ver, se cada lado 

adxacente ao rectángulo nun triángulo rectángulo é de 1 centímetro, entón a 
lonxitude da hipotenusa non pode ser expresada en termos desta unidade por 
ningún número racional. (A razón pola que debemos salientar que é en termos 
desta unidade é porque hai unha determinada lonxitude, a correspondente a √2, 
e se eliximos esta lonxitude como unidade, en termos dela, por suposto, si que 

1

1
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sería expresable). Malia estas dificultades, podemos demostrar usando os valores 
aproximados racionais coa exactitude do «problema do chocolate» que os vellos 
resultados sobre áreas e volumes seguen sendo válidos. 

Aínda sigo en débeda contigo en relación coas ecuacións cuadráticas. 
Atopamos dificultade coa ecuación  

(𝑥 + 3)!.		

Agora podemos resolver esta ecuación. Xa que temos tamén números 
negativos, e sabemos que os cadrados dos números positivos e negativos son 
positivos, ambos os dous +√2 e −√2 poden considerarse como o número cuxo 
cadrado é 2. Polo tanto 

	𝑥 + 3 = √2	ou	𝑥 + 3 = −√2,		

e, se pasamos restando os 3 para a dereita, obtemos dúas respostas: 
	𝑥 = √2 − 3	ou	𝑥 = −√2 − 3.	

Pero os números negativos traen novas complicacións. 
Non sabemos que facer coa ecuación 

	𝑥! = −9,		

xa que ambos +3 e −3 cando se elevan ao cadrado dan +9. Non coñecemos 
ningún número cuxo cadrado sexa −9. Volveremos a esta pregunta máis tarde. 

Introducimos números irracionais porque atopamos ocos na liña dos nosos 
números, puntos aos que non lles correspondía ningún número. 

Os números racionais e os irracionais xuntos (os chamados números reais; 
teremos que manexar números cuxa realidade é moito máis cuestionable) xa 
enchen a liña completamente, posto que calquera punto que tomemos na liña 
estará entre determinados enteiros, entre determinadas décimas, entre determi-
nadas centésimas, igual ca o √2  que examinou a miña alumna Eva, e estes 
intervalos vannos dando, un tras outro, os díxitos da expansión decimal dalgún 
número. Se esta expansión termina nalgún lugar (é dicir, se o punto coincide 
cunha das décimas, centésimas, milésimas…) ou se fai periódico, entón o núme-
ro que lle corresponde ao noso punto é racional; se non, é irracional. 
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Se, por exemplo, intentamos meter nesas caixas o número correspondente ao 
noso exemplo do chocolate, observaremos que caería entre 1 e 2; despois entre 
1,1 e 1,2; despois entre 1,11 e 1,12; despois entre 1,111 e 1,112, e así os números 

1;	1,1;	1,11;	1,111…	

caerían, un tras outro, nas nosas caixas, unha dentro doutra e cada vez máis 
pequenas (coincidindo sempre co extremo esquerdo de cada caixa). Isto é o que 
está detrás do feito de que estes números proporcionan, a cada paso, unha mellor 
aproximación a 1&

!
, é dicir, chegan ata tan preto deste número como queiramos. 

Por suposto, producen un decimal periódico, xa que é racional. 
Hai moitos números irracionais? Aínda que ata o momento só os atopamos 

accidentalmente, debe de haber moitos, porque instintivamente temos a 
sensación de que se unha expansión decimal resulta periódica é só por casua-
lidade. Pero as nosas sensacións xa nos decepcionaron anteriormente; coida-
bamos que era indubidable que había máis números racionais ca números 
naturais, pero ao final descubrimos que todos os números racionais podían ser 
arranxados nunha soa sucesión, e así podían ser emparellados cos números 
naturais: o primeiro número na sucesión con 1; o segundo número, con 2, e así 
sucesivamente. Poderiamos preguntarnos que ten que dicir dos números irra-
cionais este proceso de emparellamento. 

Examinemos en primeiro lugar os números racionais e irracionais 
conxuntamente, é dicir, os números reais, e imaxinémolos todos nas súas expan-
sións decimais. De todos estes, ímonos restrinxir aos números entre 0 e 1, é dicir, 
a números que comezan con 0 partes enteiras, de xeito que non necesitemos 
preocuparnos por elas. Estou suxerindo que mesmo esta porción de números 
reais é máis numerosa que todos os números naturais, é dicir, que non se poden 
dispoñer nunha sucesión sen deixar fóra algúns números reais. 

Supoñamos que alguén me di que estou equivocada, que coñece algún 
exemplo do contrario. Afirma ser quen de construír unha sucesión con todos os 
números reais (que teñen 0 como parte enteira) sen deixar ningún deles fóra. 

Vai e escribe esta sucesión, dando uns cantos números, a partir dos cales se 
pode deducir unha regularidade definitiva que nos permitiría a calquera de nós 
continuar a sucesión tanto como quixermos. Tamén ten que dar cada un dos 
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números, algúns dos cales serán decimais infinitos. Digamos que a sucesión 
comeza como segue:  

o primeiro número: 0,1 
o segundo número: 0,202020… 
o terceiro número: 0,3113111311113… 
… 

e isto suponse que continúa consonte algún tipo de regra para que tarde ou cedo 
cada número real sexa incluído na sucesión. 

Sexa cal sexa esta regra, veremos que se pode construír inmediatamente un 
número real con parte enteira 0 que, sen dúbida, quedou fóra da sucesión. 

En primeiro lugar completamos os decimais finitos engadíndolles unha 
cantidade indefinida de 0, deste xeito:  

o primeiro número: 0,100000000000000000… 
o segundo número: 0,202020202020202020… 
o terceiro número: 0,3113111311113111113… 

Agora podemos comezar: o primeiro elemento do noso número vai ser 
0,…	

Que escribiremos no lugar das décimas? Podemos botar unha ollada e ver o 
que aparece nas décimas do primeiro número da sucesión, e escribir calquera 
outra cousa, só debemos ter coidado de non escribirmos nunca 0 ou 9. Para ser 
máis concretos, xa que o primeiro díxito do contra-exemplo é 1, escribimos un 
2 no lugar das décimas (aquí, coma en calquera dos demais sitios, poderiamos 
escoller calquera outro dos números 3, 4, 5, 6, 7 ou 8). Se houbese outro número 
no lugar das décimas do contra-exemplo, escolleriamos 1 para as nosas décimas. 
Polo tanto, o noso número é ata agora 

0,2…	

Podemos cubrir o lugar das centésimas examinando o lugar das centésimas 
no segundo número do contra-exemplo, e de novo poderiamos escribir calquera 
outra cousa no lugar das centésimas do noso número. Manteremos 1 e 2. No 
lugar das centésimas no segundo número do contra-exemplo citado hai un 0; xa 
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que este non é un 1, escribimos un 1 no seu lugar (se alí houbese un 1, escri-
biriamos 2). O noso número continúa así: 

0,21…	

Podemos seguir indefinidamente: escribimos un 2 no lugar das milésimas, xa 
que hai 1 milésima no terceiro número, de modo que ata tres lugares decimais o 
noso número é 

0,212…	

e agora calquera pode continuar o proceso tanto como desexe: se os números do 
contra-exemplo se suceden seguindo unha regra clara, nunca imos quedar 
atascados na construción do noso número. Deste xeito obtemos un decimal 
infinito con 0 na parte enteira, que certamente quedou fóra da sucesión. O noso 
número difire do primeiro número, polo menos, na posición das décimas; do 
segundo número, polo menos, nas centésimas; do terceiro, polo menos, nas 
milésimas; así que difire de cada un deles en, polo menos, un díxito. Tamén é 
imposible que o noso número, sendo, como é, distinto en forma de todos os do 
contra-exemplo, poida ser igual a un deles en valor, xa que tal ambigüidade só 
pode ocorrer con números cuxas expansións teñen todo 0 ou todo 9, desde un 
lugar determinado en diante; o noso número está composto só por 1 e 2. 

Polo tanto, de calquera xeito que alguén intentase emparellar os números reais 
cos números naturais 1, 2, 3, 4, 5…, facendo unha sucesión, sempre habería un 
número real que quedaría fóra dela. Os números reais son máis numerosos ca os 
números naturais. Se non nos restrinximos a aqueles con parte enteira 0, natural-
mente aínda haberá máis. 

De feito, probamos isto para os números racionais e os irracionais tomados 
xuntos. Pero xa sabemos que os números racionais son numerables, é dicir, 
poden ser escritos en forma de sucesión. Se os números irracionais tamén se pui-
desen escribir en forma de sucesión, sería moi fácil unir estas dúas sucesións, 
tomando números alternativamente de cada unha delas, para facer unha nova 
sucesión (por exemplo, as sucesións dos números enteiros positivos 

1,	2,	3,	4,	5…	

e a dos negativos 
−1,	−2,	−3,	−4,	−5…	
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pódense unir nunha soa sucesión, escribindo:  

1,	−1,	2,	−2,	3,	−3,	4,	−4,	5,	−5…).	

A sucesión conxunta de números racionais e irracionais contería todos os 
números reais, pero acabamos de probar que é imposible ter unha sucesión para 
facelo. Polo tanto, nin sequera o conxunto de números irracionais sós se pode 
arranxar nunha sucesión; non poden ser numerables e por iso son máis nume-
rosos ca os números racionais. 

Cando introducimos números irracionais, non era só unha cuestión de encher 
algúns ocos no conxunto de números racionais denso en todas as partes. Os 
números irracionais esténdese de xeito continuo por toda a liña, malia a 
densidade dos números racionais, polo que agora os números racionais son as 
pasas espalladas na torta de números irracionais. Seméllase un pouco á vella 
hipótese sobre o éter, segundo a cal o éter ocupaba todo o espazo na atmosfera 
sen deixar buratos, pero, aínda así, as moléculas de aire, aparentemente omnipre-
sentes, seguían nadando dispersas nel. 
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13. AS GRÁFICAS SUAVÍZANSE 

Repasando os elementos que representan a miña débeda contigo, de súpeto 
acordeime do pobre 1 solitario que está na parte superior do triángulo de Pascal:  

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙ ∙

	

Probamos que, a partir da segunda fila, a suma dos termos en cada fila é 
sucesivamente  

2%, 2!, 2", 2$…	

e se quixésemos encaixar o 1 do cume nesta orde, o seu valor tería que ser 20. 
Pero de momento 20 non ten sentido; non podemos multiplicar algo por si mes-
mo 0 veces, e ata agora non houbo necesidade de darlle significado a tal expresión. 

Dediquémoslle un pouco máis de tempo á operación de elevar a unha 
potencia. Recordamos o fácil que era multiplicar as potencias dun mesmo 
número entre si; só tiñamos que engadir os expoñentes. Por exemplo: 

3! × 3$ = 3 × 3<>?× 3 × 3 × 3 × 3<===>===? = 3&	

6 = 2 + 4	

Hai máis operacións que tamén son fáciles de facer cando se trata de potencias 
dun único número. Por exemplo:  

3&

3! =
3 × 3 × 3 × 3 × 3 × 3

3 × 3 ,	
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e, se cancelamos 3 × 3, obtemos  
3 × 3 × 3 × 3

1 = 	3 × 3 × 3 × 3 = 3$,	

e a división pódese facer restando os expoñentes. Tamén 
(3!)$ = 3! × 3! × 3! × 3! = 3 × 3<>?× 3 × 3<>?× 3 × 3<>?× 3 × 3<>? = 3'	

e  
8	=	2	×	4.	

Polo tanto, se temos que elevar unha potencia a outra potencia, simplemente 
multiplicamos os expoñentes. Por esta razón, vale a pena facer unha táboa das 
potencias dunha determinada base. Escollamos 2 como base; podemos calcular 
facilmente as súas potencias sucesivas: 

2% = 2
2! = 4
2" = 8
2$ = 16
2# = 32
2& = 64
2( = 128
2' = 256
2) = 512
2%* = 1024
2%% = 2048
2%! = 4096
	 ⋯ 	

	

Se temos que multiplicar dous números e temos sorte, podemos atopar o re-
sultado nesta táboa sen ningún problema. Por exemplo, se temos que multiplicar  

64 × 32,	

temos sorte, pois os dous números aparecen na nosa táboa. Os expoñentes corres-
pondentes son 6 e 5, e a súa suma é 11. Unha ollada á 11ª fila dános o resultado: 

2048.	

Se necesitamos calcular o cadrado de 32, o expoñente é 5. Nun tris podémolo 
multiplicar por 2; obtemos 10, e da décima liña podemos ler o resultado: 

32! = 1024.	
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Realmente é un xogo infantil; mágoa que non todos os números figuren na 
táboa. Podería pagar a pena estender o significado de elevar a unha potencia para 
que cada número (por exemplo, 3) se poida expresar como unha potencia de 2. 

Deste xeito chegamos a outra inversión distinta da operación de elevar a unha 
potencia. Agora estamos a buscar o expoñente ao que deberiamos elevar 2 para 
obtermos como resultado 3. Esta operación chámase tomar logaritmos e o 
resultado da operación é o logaritmo. 

As cousas máis incómodas desde o punto de vista dos cálculos son fraccións. 
Estas aínda non apareceron na nosa táboa. A menor potencia de 2 —2&— é igual 
a 2 unidades. No intento de buscar novos significados, a consideración principal 
ten que ser, coma antes, que os números maiores que 2 sexan expresables como 
potencias de 2 maiores ca 1, de modo que escusamos buscalas pola táboa adiante. 
O que hai que facer, xa que logo, é introducir tamén potencias de 2 menores ca 
1 se queremos expresar fraccións. 

Se imos cara a atrás en pasos enteiros, os símbolos 

2*, 2+%, 2+!, 2+"…	

agardan pacientemente a que lles deamos significado. 
Nesta extensión de operacións hai que ir con moito tino e ver que as antigas 

regras seguen a ser válidas; non debemos perder de vista a nosa meta: queremos 
que os cálculos coas novas potencias sexan máis cómodos ca antes. 

Entre outras cousas debemos ter coidado de que, se multiplicamos unha 
potencia de 2 por 2- , obtemos a mesma resposta que se sumásemos 0 ao 
expoñente. Pero a suma con 0 non altera nada, de xeito que necesitamos darlle 
a 2- ese significado que asegure que, se multiplicamos por el, o valor do número 
multiplicado non se modifica. O multiplicador que non cambia o valor dun 
número é, por suposto, 1 e, polo tanto, debemos definir 2-  (e igualmente a 
potencia 0-ésima de calquera outra base) pola condición  

2* = 1.	

Con esta definición o triángulo de Pascal adquire un significado uniforme. 
Cando lle queremos dar un significado a 2/&, debemos ter coidado de asegu-

rármonos de que  

2% × 2+% = 2%,(+%) = 2* = 1.	
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Ademais, se pasamos 2& ao outro lado, a ecuación  

2% × 2+% = 1	
convértese en  

2+% = %
!"
	.	

De modo semellante, da esixencia  

2! × 2+! = 2!,(+!) = 2* = 1,	
obtemos 

2+# = (
##
	,	

e da esixencia  
2! × 2+! = 2!,(+!) = 2) = 1,	

obtemos 
2+" = %

!$
	,	

e así sucesivamente. Se queremos preservar intactos os nosos procesos útiles, 
debemos interpretar as potencias con expoñentes negativos como unha división 
de 1 pola potencia correspondente con expoñente positivo. Deste xeito a nosa 
táboa tamén se estende cara a atrás e inclúe algunhas fraccións:  

2+" =
1
2" =

1
8 = 1 ÷ 8 = 0,125

2+! =
1
2!
=
1
4
= 1 ÷ 4 = 0,25

2+% =
1
2% =

1
2 = 1 ÷ 2 = 0,5

2* = 1
2% = 2
2! = 4
2" = 8

	

É unha axuda considerable para o cálculo coas fraccións &
%
, &
)
, &
"
…; é dicir, cos 

números decimais 0,5; 	0,25; 	0,125… 
Pero aínda hai grandes ocos entre os números da nosa táboa, por exemplo 

2& = 2; 2% = 4. Se queremos escribir un número entre 2 e 4 como potencia de 
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2 (por exemplo 3 ou 2,7), entón isto só é posible, segundo o patrón anterior, 
usando unha potencia entre 1 e 2. Por exemplo, o número 1 &

%
 está entre estes 

dous números e, posto que %
%
	=1, o seu valor é igual a (

%
. Así temos que interpretar 

a (
%
	–ésima potencia de 2 e, en xeral, todas as potencias fraccionarias. 
A interpretación será decidida pola consideración de que seguimos ansiosos 

por preservar a regra de elevar unha potencia a outra potencia. Se segue a ser 
válida, entón  

A2
"
!B

!
= 2!×

"
! = 2

&
! = 2",	

para que 2
*
+ poida ser o único número cuxo cadrado é 2', pero este é o número 

que denotamos con √2', e por iso  

2
$
# = √2" = √8,	

e calculando este √8 cun decimal, obtemos 2,8. 
Non obstante, dado que  

3
2 = 3 ÷ 2 = 1,5	

(teremos que facer os nosos cálculos con expoñentes e é máis doado manexar 
decimais ca fraccións como (

%
), podemos inserir unha nova fila entre as filas de 

2& e 2% do seguinte xeito:  
2% = 2
2%,# = 2,8
2! = 4

	

A nosa secreta ambición de escribir 3 como unha potencia con este método 
non se cumpriu, aínda que 2,8 está moi preto 3. Pódese demostrar que non é 
posible escribir 3 como ningún tipo de potencia fraccionaria de 2, porén pódese 
aproximar tanto como queiramos por tales potencias fraccionarias. Definimos 
elevar a un expoñente irracional mediante tales aproximacións. 

Esta é a idea fundamental detrás da preparación das táboas de logaritmos. As 
vellas táboas de logaritmos, de feito, foron preparadas así. As táboas coñecidas 
nas escolas secundarias de hai anos tiñan a base 10 (a base nin sequera estaba 
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indicada, só o expoñente). Aquí os xogos cos dedos provocaron sacrificios consi-
derables. Hai diferenzas moito máis longas entre as potencias de 10, é dicir, entre 
10, 100, 1000… que entre as potencias de 2, e é moito máis complicado encher 
estes ocos. 

En determinadas táboas de logaritmos hai logaritmos en base «𝑒», chamados 
logaritmos naturais. Este número «𝑒» é un número irracional que comeza así: 
2,71… Que tipo de proceso mental leva a tomar semellante número como base 
natural? Hai moitos camiños que levan á súa comprensión, pero penso que o 
seguinte é o mellor. 

10 non é un moi bo número para o cálculo con logaritmos. De feito, podería 
ser unha idea tomar un número inferior a 2 como base, así as diferenzas entre as 
potencias enteiras dunha tal base serían aínda máis pequenas. Por suposto, non 
podemos ir ata 1, xa que todas as potencias de 1 son 1, e non é unha boa idea ir 
por baixo de 1, dado que, se elevamos unha fracción propia a unha potencia, 
facémola máis pequena, por exemplo &

%
× &

%
= &

)
. Probemos con 1,1; isto será 

doado posto que xa coñecemos as potencias de 11 do triángulo de Pascal. Só 
temos que ter coidado de poñer a coma decimal e dármonos conta de que cada 
vez que multiplicamos por unha décima é realmente unha división por 10, polo 
que a coma decimal se desprazará un lugar á esquerda cada vez. Non esquezamos 
tampouco que a 0-ésima potencia de calquera base é 1. 

1,1* = 1
1,1% = 1,1
1,1! = 1,21
1,1" = 1,331
1,1$ = 1,4641
⋯

	

Estas potencias crecen moi lentamente e xa temos toda unha cohorte de 
números entre 1 e 2 antes de termos que comezar co asunto de encher as lagoas.  
Por suposto, un número aínda menor, máis próximo a 1, sería moito mellor. 
Podemos probar coa base 1,001 (aquí aparecen os elementos do triángulo de 
Pascal separados por pares de ceros): 



13. AS GRÁFICAS SUAVÍZANSE 

163 

1,001* = 1
1,001% = 1,001
1,001! = 1,002001
1,001" = 1,003003001
1,001$ = 1,004006004001
⋯

	

Esta densidade xa é fantástica, pois as potencias crecen tan a paso de boi que 
poderiamos empezar a preguntarnos se darán chegado a 2. Pero é posible 
demostrar que as potencias de calquera número maior que 1, aínda que moi 
pouco maiores, tenden ao infinito, se ben moi lentamente. 

Esta táboa aínda ten unha certa desvantaxe estética. Xusto por mor deste 
crecemento tan lento, aos números pequenos correspóndenlles expoñentes 
desproporcionadamente grandes. Temos que chegar ata a milésima potencia para 
alcanzar o 2. Se os expoñentes fosen mil veces maiores, comportaríanse de xeito 
máis harmonioso. Pero isto pódese conseguir con facilidade: elevemos a base á 
milésima potencia. Posto que 

(1,001%***)
%

%*** = 1,001%***	×	
%

%*** = 1,001
%***
%*** = 1,001%

(1,001%***)
!

%*** = 1,001%***	×	
!

%*** = 1,001
!***
%*** = 1,001!,

⋯

	

e así sucesivamente, a base 1,0011000 só se elevou a unha milésima parte da 
potencia á que hai que elevar 1,001 para obtermos o mesmo resultado. 

Cando elevamos a base 1,0011000 a potencias, podemos seguir pasos dunha 
milésima. En forma decimal 

1
1000 = 0,001;	

2
1000 = 0,002;

3
1000 = 0,003…	

De modo que, empregando as conexións que acabamos de establecer coas 
potencias da base 1,001, teremos 
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(1,001%***)* = 1,001* = 1
(1,001%***)*,**% = 1,001% = 1,001
(1,001%***)*,**! = 1,001! = 1,002001
(1,001%***)*,**" = 1,001" = 1,003003001
⋯ 	

	

Os expoñentes e os números correspondentes non crecen desacompasada-
mente, e a densidade non se alterou. 

Está claro que as bases 

1,0001%*	***; 1,00001%**	***; 1,000001%	***	***; 1,0000001%*	***	***…	

funcionan cada vez mellor para o noso propósito, e pódese probar que a sucesión 
converxe a un número irracional que empeza con 2,71… Este número ten un 
papel importante nas matemáticas; recibiu a honra dun nome especial, chámase 
«e». Os logaritmos nesta base denomínanse logaritmos naturais, xa que foi a 
procura de bases cada vez máis adecuadas a que nos levou a eles tan naturalmente. 

Enchemos os ocos na definición das potencias por mor dos logaritmos, e 
agora tamén teñen significado as potencias con calquera expoñente, non só as 
potencias con expoñentes enteiros. Pois ben, xa estamos en condicións de com-
pletar a moi incompleta gráfica da función «elevar a». Podemos tratar con 
ecuacións e, así, escribir esta función en forma de ecuación. Consideremos de 
novo a base 2 e variaremos o expoñente. Como será un número descoñecido, 
denotarémolo con 𝑥 e o valor da potencia variará dependendo deste 𝑥. A este 
valor chamarémoslle 𝑦, é dicir, 

𝑦 = 22 .	

Representaremos os valores de 𝑥 por medio de unidades coma esta  
ao longo dunha liña horizontal (agora podemos poñer un 0 sobre ela, así como 
números negativos á esquerda de 0) e os valores de 𝑦 representarémolos cara a 
arriba por medio de unidades coma esta: , 
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se 𝑥 = −3, entón 𝑦 = 2+" =
1
2" =

1
8 ;

se 𝑥 = −2, entón 𝑦 = 2+! =
1
2!

=
1
4
;

se 𝑥 = −1, entón 𝑦 = 2+% =
1
2% =

1
2 ;

se 𝑥 = 0, entón 𝑦 = 2* = 1;
se 𝑥 = 1, entón 𝑦 = 2% = 2;
se 𝑥 = 2, entón 𝑦 = 2! = 4;
se 𝑥 = 3, entón 𝑦 = 2" = 8;

	

de xeito que nos puntos −3,−2,−1, 0, 1, 2, 3  debemos medir cara a arriba o 
seguinte número de unidades: 

1
8 ,
1
4 ,
1
2 , 1, 2, 4, 8	

	

Poderiamos incluso escoller valores intermedios para 𝑥 . Por exemplo, xa 
vimos que 

2%
%
! = 2

"
! = R2" = √8 = 2,8…	

Do mesmo xeito podemos calcular valores entre outros números enteiros. 
Axustando a unha décima, temos: 

11 1 1 22 44
8

8 210-1-2-3 3
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se 𝑥 = −2
1
2 , entón 𝑦 = 0,2;

se 𝑥 = −1
1
2
, entón 𝑦 = 0,4;

se 𝑥 = −
1
2
, entón 𝑦 = 0,7;

se 𝑥 =
1
2 , entón 𝑦 = 1,4;

se 𝑥 = 1
1
2 , entón 𝑦 = 2,8;

se 𝑥 = 2
1
2 , entón 𝑦 = 5,7.

	

Con estes resultados, completamos agora a gráfica que obtivemos antes. Nos 
puntos 

−2
1
2 ,−1

1
2 ,−

1
2 ,
1
2 , 1

1
2 , 2

1
2,		

debemos medir cara a arriba, respectivamente 

0,2;	0,4;	0,7;	1,4;	2,8;	5,7	unidades:	

	

Nesta gráfica apenas hai «cóbados» nos puntos onde se xuntan os segmentos 
rectos. Se seguimos estas insercións, polo menos coa nosa imaxinación, ao longo 
de todos os valores racionais e irracionais de 𝑥, o gráfico converterase nunha curva 
suave. 

21 210-1 --1-2-2-3 321 21 21 21 21 21
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Indo cara á esquerda, a curva achégase máis e máis á liña horizontal, pero 
nunca a alcanzará. Non atopamos ningunha potencia á que puidésemos elevar 2 
e obtermos cero como resultado, e só eses puntos poderían estar sobre esta liña, 
á que corresponden valores 𝑦 de altura cero. 

Podemos ver que isto mesmo sucede coa gráfica da división, que antes deixa-
ramos de lado. Cando só tiñamos números enteiros, isto era realmente imposible 
de ver.  

Tomemos, por exemplo, o dividendo 12 (sabemos que ten moitos divisores); 
imos variar o divisor, así que chamámoslle 𝑥. O resultado da división variará de 
acordo co divisor escollido; a este cociente chamámoslle 𝑦  

𝑦 =
12
𝑥 ,	

e teremos que, 
 

se 𝑥 = −12, entón 𝑦	 =
12
−12 =		−1, pois	(−12) × (−1) = +12;

se 𝑥 = −6, entón 𝑦	 = 	
12
−6 =		−1, pois	(−6) × (−2) = +12;

se 𝑥 = −4, entón 𝑦	 = 	
12
−4 =		−3, por	razóns	análogas;

se 𝑥 = −3, entón 𝑦	 = 	
12
−3 =		−4, ”;

se 𝑥 = −2, entón 𝑦	 = 	
12
−2 =		−6, ”;

se 𝑥 = −1, entón 𝑦	 = 	
12
−1 = −12, ”;

se 𝑥 = 			1, entón 𝑦	 = 	
12
1 = 				12, ”;

se 𝑥 = 		2, entón 𝑦	 = 	
12
2 = 						6, ”;

se 𝑥 = 		3, entón 𝑦	 = 	
12
3 = 						4, ”;

se 𝑥 = 		4, entón 𝑦	 = 	
12
4 = 						3, ”;

se 𝑥 = 		6, entón 𝑦	 =
	12
6 = 						2, ”;

se 𝑥 = 12, entón 𝑦	 = 	
12
12 = 						1, ”.
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Medimos o 𝑦 positivo cara a arriba desde o eixe; representamos os negativos 

cara a abaixo, de modo que nos puntos −12, −6, −4, −3, −2, −1 debuxamos 
−1, −2, −3,  −4, −6, −12 unidades cara a abaixo e nos puntos 1, 2, 3, 4, 6, 12 
debuxamos 12, 6, 4, 3, 2, 1 unidades cara a arriba. 

Apenas necesitamos máis valores intermedios; a curva xa é suave, pero pode 
valer a pena estudar os seus finais un pouco máis. Aquí é útil debuxar outra liña 
recta a través do punto 0. Neste caso á liña horizontal chamarémoslle o eixe 𝑥, e 
á liña perpendicular a el, o eixe 𝑦. Podemos ver que cada unha das dúas partes 
da curva está preto dos eixes 𝑥 e 𝑦 sen posibilidade de chegar a ningún deles; 
estas liñas dicimos que son as asíntotas da curva. De feito, se camiñamos ao longo 
do eixe 𝑥 cara á dereita, por exemplo se 𝑥 = 24,  

𝑦 =
12
𝑥 =

12
24.

 

Podemos cancelar o factor 12, o que dá  

𝑦 =
1
2.	

Se 𝑥 = 36, e de novo cancelamos o factor 12, temos  

𝑦 =
12
36 =

1
3.	

2 3 4 6 12 x

y

-12 -6 -4 -3 -2 -1 10
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Se 𝑥 = 48,  

𝑦 =
12
48 =

1
4,	

e así sucesivamente. Canto máis lonxe vaiamos ao longo do eixe 𝑥, menor será o 
valor de 𝑦, pero nunca chegará a ser cero, xa que, despois de todo, estamos 
dividindo 12 en partes, cada parte sempre terá algún tamaño. Do mesmo xeito, 
podemos avanzar moito na dirección negativa, e obteremos os valores  

−
1
2 ,−

1
3 ,−

1
4…,	

que tenden a cero pero nunca se converterán en cero. A outra parte da curva 
achégase ao eixe 𝑥 por debaixo, cada vez máis de cerca pero nunca o alcanza. 

Se, por outra banda, 𝑥 = − &
%
, sabemos que nun todo hai dúas metades, así 

que en 12 haberá en total 12 × 2 metades, é dicir, 24 metades, e así  
𝑦 = 24.	

Podemos así ver que en 12 hai 36 terzos e 48 cuartos, de modo que,  

se 𝑥 =
1
3 , entón 𝑦 = 36;

se 𝑥 =
1
4
, entón 𝑦 = 48;

… 	 	 	 	

	

Segundo isto, canto máis e máis se achega 𝑥 a 0, máis e máis alto crece o 
correspondente 𝑦; a curva non pode alcanzar o eixe 𝑦, xa que isto só podería 
ocorrer se 𝑥 = 0. Pero neste caso teriamos 𝑦 = &%

-
, que vai en contra da prohi-

bición permanente e insuperable: non dividir por cero!  
A comprobación da división é a multiplicación: 20	÷	5 = 4 porque 5 × 4 = 20.  
Que cousas di a xente habitualmente?  

5	÷	0	 = 	0. Comprobación: 0 × 0 = 0 e isto non é 5. 
Ou  

5	÷	0	 = 	5. Comprobación: 0 × 5 = 0 e isto non é 5. 
Ou  

5	÷	0	 =	1. Comprobación: 0 × 1 = 0 e isto non é 5. 
Sexa cal for o número que multiplicamos por 0, o resultado é sempre 0, polo 

que non podemos dividir 5 por 0. 
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Imos pensar un pouco máis. Se un número é moi pequeno, cabe en 5 un gran 
número de veces; canto menor sexa o número polo que dividamos, maior será o 
número que obtemos como resultado. Se houbese un número que fose o máis 
grande de todos, este sería o resultado da división polo número máis pequeno, 
por cero. Pero non hai un número maior que todos. 

Pero ao mellor si que poderiamos dividir 0 por 0? Probemos: 0 ÷ 0 = 1, 
comprobación: 0 × 1 = 0; isto parece que ten razón. Pero se dixese  

0	÷	0	=	137		

tamén sería certo, xa que 0 × 137 tamén é 0. Así que aquí entramos en problemas 
diferentes. O resultado é indeterminado, a comprobación dá cada resposta como 
correcta. Polo tanto, mantense a prohibición en todos os casos. Unha divertida 
revista de estudantes puxo esta prohibición en boca de Deus cando puxa a Adán 
no paraíso: «Poderás dividir por calquera número, agás por cero».  

Poderíase pensar que, xa que está tan estritamente prohibido, a ninguén se lle 
ocorrerá xamais dividir por 0. Así de descarado poida que non, pero ás veces o 0 
aparece disfrazado, por exemplo, na seguinte forma:  

(𝑥 + 2)! − (𝑥! + 4𝑥 + 4)	

 Non todos o recoñecerían inmediatamente, aínda que aquí estamos restamos 
de (x + 2)2 a súa propia forma expandida. 

Sempre hai algunha división por algúns ceros ocultos nas «probas» onde se 
mostra por exemplo que 1 = 2. En matemáticas, se cometemos só un erro, se 
admitimos só unha afirmación que está en contradición coas outras afirmacións, 
entón é posible demostrar calquera cousa, mesmo que 1 = 2. 

Tratemos de recordar a imaxe da curva que estivemos estudando. (Vouche 
dicir o seu nome, chámase hipérbole). Así non esqueceremos esta prohibición. 

O primeiro que se nota sobre a curva é que está en dúas partes. Cada rama 
avanza de xeito suave e continuo, pero no punto 0 vemos un corte terrible, unha 
ferida que se estende ata o infinito: a rama esquerda sae cara a abaixo; a rama 
dereita, cara a arriba, cara ao infinito. E entre elas sitúase o eixe 𝑦, como unha 
espada desenfundada: «Pódeste aproximar, pero nunca chegarás ao divisor cero!». 
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14. AS MATEMÁTICAS SON UNHA 

Só porque poidamos escribir funcións en forma de ecuacións non debemos 
concluír que tales fórmulas desempeñan un papel decisivo na determinación 
dunha función. Intenta, por exemplo, expresar a seguinte función 𝑦  de 𝑥 
mediante algunha fórmula sinxela: cada vez que 𝑥 é un número racional, o valor 
de 𝑦 é 1 e cada vez que 𝑥 é un número irracional, o valor de 𝑦 é 0. (É a chamada 
función de Dirichlet). A determinación é impensable: o valor de 𝑦 depende 
soamente de que tipo de 𝑥 eliximos, e cada 𝑥 corresponde a un certo 𝑦, por 
exemplo se 𝑥 = 1,5, entón	𝑦 = 1; se 𝑥 = √2, entón 𝑦 = 0. 

Non obstante, é un problema moi difícil atopar unha fórmula para esta 
función e, desgraciadamente, nin sequera podemos representala mediante unha 
gráfica; salta entre 0 e 1 cunha frecuencia de tolos: os números racionais e os 
irracionais están distribuídos densamente en todas as partes. 

A esencia do concepto de función é o emparellamento dos valores 𝑦  cos 
valores 𝑥 correspondentes. Pode ocorrer que 𝑥 non poida asumir todos os valores. 
Sabemos xa da función dada pola ecuación 𝑦 = &%

0
, que deixa fóra o valor 0; a 

función non está definida para 𝑥 = 0. Cada vez que definimos unha función 
debemos indicar de que conxunto de números se pode elixir 𝑥  e dar as 
instrucións que deixan claro que número 𝑦 será emparellado con cada 𝑥. 

Sempre é unha grande axuda se podemos debuxar un gráfico da función. Un 
bo gráfico informaranos máis que calquera descrición detallada con palabras. 

Definamos por exemplo a seguinte función: calquera que sexa 𝑥, 𝑦 é igual á 
parte enteira do número 𝑥. 

Por exemplo:  
se 𝑥 = 5,45, entón 𝑦 = 5, 
se 𝑥 = √2, entón 𝑦 = 1, pois vimos que √2 = 1,41… 
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Tratemos de debuxar a gráfica desta función:  
se 𝑥 = 0, entón 𝑦 = 0; 
se 𝑥 = 0,1, entón 𝑦 = 0; 
se 𝑥 = 0,9999, entón 𝑦 = 0. 

Vemos que 𝑦 = 0	ata que 𝑥 chega a 1; a partir de aí,  
se 𝑥 = 1, entón 𝑦 = 1; 
se 𝑥 = 1,001, entón 𝑦 = 1; 
se 𝑥 = 1,99, entón 𝑦 = 1. 

Entón 𝑦 = 1 ata que 𝑥 alcance 2, e así sucesivamente; de xeito similar na 
dirección negativa. A gráfica terá este aspecto:  

	

A curva consiste nos segmentos horizontais separados que describimos antes. 
Unha ollada á curva dinos todo sobre a función. Cando a curva se rompe, o valor 
da función salta unha unidade e permanece constante ao longo das liñas hori-
zontais. Vemos que as funcións poden ter non só cortes infinitos, como o que 
𝑦 = &%

0
   en 𝑥 = 0; tamén os poden ter máis discretos. 

Polo menos, as gráficas de ambas as funcións continúan suavemente e de xeito 
continuo ao longo das porcións sen romper; o tipo de función de Dirichlet, pola 
súa parte, non é continuo en ningún lugar. É imposible atopar un intervalo, non 
importa canto de curto, que non conteña tanto puntos racionais como irra-
cionais, e o valor da función está obrigado a saltar cando pasa dun a outro. 

Non deberiamos pensar que, se unha función pode expresarse mediante unha 
fórmula sinxela, entón, tomando os puntos ben pegadiños uns aos outros, a súa 
gráfica será suave e, por suposto, unha curva sen «cóbados». Supón, por exemplo, 

2110-1-2-3 3{
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que definimos unha función do seguinte xeito: para calquera que sexa 𝑥, tome-
mos 𝑦 igual ao valor absoluto de 𝑥, é dicir, o valor de 𝑥 sen ter en conta o seu 
signo alxébrico. Hai unha notación aceptada para o valor absoluto; poñemos 
unhas pequenas liñas verticais, antes e despois do número; por exemplo  

|−3| = 3,
|+3| = 3		

e, naturalmente, 
|0| = 0.	

A función que acabamos de definir pódese expresar por medio da seguinte 
fórmula sinxela:  

𝑦 = |𝑥|	

Así, mentres 𝑥 percorre os valores  

−4,	−3,	−2,	−1,	0,	1,	2,	3,	4,	
𝑦 toma os valores  

4, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, 4.	

A gráfica será algo así como: 

	

A imaxe da nosa función é, polo tanto, dúas liñas rectas inclinadas que se van 
separando unha da outra. Isto non se ve afectado nin sequera pola inserción 
doutros valores intermedios. Por exemplo,  

se	𝑥 = S1 %
!
S,	entón		𝑦 = S1 %

!
S = 1 %

!
.	

Este valor debuxouse cunha liña de puntos: o punto obtido de novo cae 
xustamente nunha parte do «cóbado». 

21 10-1-2-3-4 3 41 1 1
2

2
2 33 44

12
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Esta representación xeométrica dá unha imaxe moi vívida da función, aínda 
que non sexa precisa. Os nosos lapis non debuxan fino abondo, as nosas regras 
non están perfectamente dereitas, os nosos ollos e as mans son imperfectos. Pero 
hai determinadas cousas que a xeometría pode dicir sobre figuras que non teñen 
nada que ver co debuxo real. Unha vez que coñecemos as propiedades xeométri-
cas dunha hipérbole, e que a gráfica de 𝑦 = &%

0
 é unha hipérbole, xa sabemos case 

todo sobre a nosa función. 
Pero mesmo a xeometría moitas veces mira cara a outras ramas da matemática 

en busca de axuda. Por exemplo, toma prestada a fórmula cando o seu obxectivo 
é coordinar a análise dalgún asunto; xa vimos como unha fórmula pode 
establecer moitos problemas diferentes ao mesmo tempo. Vímolo no cálculo de 
áreas e volumes. As matemáticas son unha, non se dividen en dúas ciencias dis-
tintas, a xeometría e a álxebra, como cre o alumnado, especialmente se o 
profesorado divide o programa de xeito que, por exemplo, hai álxebra os luns e 
os venres e xeometría os mércores; desta forma é como, de feito, as matemáticas 
se dividen en dúas materias. 

Unha das pontes que une a xeometría coas outras ramas é o sistema de 
coordenadas: as dúas liñas rectas perpendiculares que pasan polo punto 0, os 
eixes 𝑥 e 𝑦, que xa usamos para a descrición da hipérbole. Estes eixes ofrécennos 
un método para caracterizar os puntos do plano coa axuda dos números. 
Podemos concibilos como dous camiños que cruzan un campo. Se atopei un 
niño de paxaros nun dos arbustos do campo, podo anotar a súa posición indo 
directamente a un dos camiños con pasos tan regulares como poida e contando 
estes pasos e despois contando os pasos que teño que dar ata chegar á intersección 
dos camiños:  

	

LESTEOESTE

SUR

NORTE
NIÑO

21 pasos

12 pasos
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Agora, se quero dirixir a alguén ata o niño, sei que, se camiña 21 pasos do 
cruzamento dos camiños cara ao leste e logo 12 pasos cara ao norte, sen dúbida 
vai atopar o lugar. Estes dous números dirixidos son as coordenadas do punto 
requirido. En xeometría é usual determinar as direccións mediante os signos «+» 
e «−», de xeito que as direccións positivas apuntan cara á dereita e cara a arriba, 
as direccións negativas cara á esquerda e cara a abaixo. 

No canto de pasos, será necesario usar unha determinada unidade definida e 
as coordenadas mediranse en termos desa unidade. Deste xeito, a cada punto do 
plano correspóndelle un par concreto de números e, a cada par de números, un 
punto concreto do plano. O camiño percorrido na dirección do eixe 𝑥 (sempre 
se dá este primeiro) é a coordenada 𝑥  do punto, o camiño percorrido na 
dirección do eixe 𝑦 é a coordenada 𝑦 do punto. 

Na figura seguinte atoparás as coordenadas dunha serie de puntos escritas 
xunta os puntos correspondentes; é unha boa idea que practiques un pouco:  

	

(Por suposto, este non é o único método de asociar números e puntos. Por 
exemplo, os camiños poden non ser perpendiculares uns a outros, pero 
seguíndoos aínda nos podemos orientar; ou pode haber un camiño en que se 
atope unha árbore determinada; podemos camiñar directamente cara a esta 
árbore desde o arbusto, e podemos ter algúns aparellos mediante os cales 
poidamos determinar a dirección do arbusto, visto desde a nosa árbore). Dado 
que podemos caracterizar puntos por medio de pares de números, temos un 
método dispoñible para caracterizar as liñas mediante conexións entre pares de 
números; noutras palabras, mediante ecuacións. Consideremos, por exemplo, a 
recta que pasa polo punto de partida e o punto (1, 1):  

(6, 6)

(2, -3)

(0, 4)
(-3, 5)

(-8, 0)

(-4, -2)
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Se se tratase da representación dunha vía de tren, a súa pendente sería 
designada así 1:1. 

Isto significa que, mentres camiñamos un metro por un camiño horizontal 
xunto á vía, esta elévase un metro. Xa que a pendente aumenta bastante unifor-
memente, logo de 2 metros tamén subirá 2 metros, despois de 3 subirá 3, e así 
sucesivamente. Entón, todos os puntos que se atopan na nosa recta caracterízanse 
polo feito de que as súas dúas coordenadas son iguais. En cada un destes puntos  

𝑦 = 𝑥.		

Fóra da recta non hai puntos no plano cuxas coordenadas sexan iguais. Se 
unimos calquera punto de fóra da nosa recta coa orixe, obteremos unha pendente 
diferente, posiblemente mesmo unha pendente descendente, por exemplo 

	

Aquí, na primeira figura o ascenso está na proporción 2:1 todo o tempo, polo 
que a coordenada 𝑦 de calquera punto que se atopa nesta recta é dúas veces a súa 
coordenada 𝑥; na segunda figura a pendente é realmente 1:1, pero a pendente 
cae en vez de subir e debemos realmente denotar esta pendente con 1: (−1) no 
noso sistema de coordenadas; o efecto disto é que as coordenadas de calquera 
punto desta recta son iguais en valor absoluto pero diferentes en signo, polo que 
non son realmente iguais. 

0 1
1 x

y

0
2
(1, 2)

(-1, 1)

1 x

y

01
1 x

y
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Vemos que os puntos fóra da nosa recta orixinal non poden ter coordenadas 
iguais. A ecuación 𝑦 = 𝑥  caracteriza completamente os puntos da nosa recta 
orixinal e estamos plenamente xustificados para dicir que esta é a ecuación da 
nosa recta. 

Entre tanto, tamén descubrimos as ecuacións destas dúas rectas que debu-
xamos: a de pendente 2:1 é 𝑦 = 2𝑥 (volverémola atopar de novo, polo que estaría 
ben que fixeses por lembrala) e a de pendente 1:(−1) é 𝑦 = −𝑥. 

Despracemos a recta de pendente 2:1 un pouco cara a arriba, digamos, tres 
unidades, pero sen lle cambiarmos a súa dirección. 

 

A súa pendente non se alterou, como podemos verificar facilmente empe-
zando por calquera dos seus puntos, indo unha unidade cara á dereita e vendo 
que durante este tempo a recta aumentou dúas unidades. A única diferenza coa 
situación anterior é que cada punto foi empuxado a unha posición 3 unidades 
máis alta do que estaba antes e, así, a coordenada 𝑦 de cada punto incrementouse 
en 3. O 𝑦 que antes era 2𝑥 pasou a ser 2𝑥 + 3, polo que a ecuación dunha recta 
nesta posición será  𝑦 = 2𝑥 + 3. 

Unha característica común das ecuacións obtidas ata agora:  
𝑦 = 𝑥; 	𝑦 = 2𝑥; 	𝑦 = −𝑥; 	𝑦 = 2𝑥 + 3	

é que todas elas son ecuacións lineais con dúas incógnitas. Era de esperar que 
houbese dúas incógnitas, xa que os puntos se caracterizan por dous números. O 
feito que hai que resaltar é que a ecuación dunha recta en calquera posición é 
lineal. Reciprocamente, pódese demostrar que calquera ecuación lineal con dúas 
incógnitas, calquera que sexa a forma, pode considerarse como a ecuación dunha 

0

2

3

1

x

y
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determinada recta. A ecuación lineal e a recta son dúas expresións diferentes do 
mesmo concepto. 

Este elegante resultado non é moi sorprendente. Podemos trazar rectas en 
calquera posición; seguen a ser rectas, pertencen á mesma familia e é natural que 
as súas ecuacións tamén formen unha familia concreta de ecuacións.  

Vexamos agora unha liña curva. Todo o mundo coñece as circunferencias. 
Por exemplo, consideremos unha roda con moitos raios iguais; estes raios son os 
raios da circunferencia. 

	
Supoñamos que un destes raios é de, digamos, 5 unidades e tomemos o centro 

do círculo como o noso punto de partida. Se eliximos un punto na circunferencia 
do círculo e debuxamos as súas coordenadas e mais o raio que pasa polo punto, 
obteremos un triángulo rectángulo. A hipotenusa é o raio e os outros dous lados 
son as coordenadas. 

	
Recordemos a conexión que xa sabemos entre os lados dun triángulo rectán-

gulo: o famoso teorema de Pitágoras. O cadrado da hipotenusa é igual á suma 
dos cadrados dos outros dous lados. Así, se elevamos ao cadrado e sumamos as 
coordenadas de calquera punto que se atopa no círculo, debemos obter 52 = 25:  

𝑥! + 𝑦! = 25	

Esta será a ecuación da circunferencia. 

5

x

y
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Podemos ver de inmediato que esta é unha ecuación cuadrática; ademais, non 
é o tipo máis sinxelo de ecuación cuadrática. Vexamos que tipo de curva lle 
corresponde á máis sinxela, é dicir, á ecuación  

𝑦 = 𝑥!.	
De acordo con isto teremos que, 

se 𝑥 = −3, entón 𝑦 = (−3)! = +9;
se 𝑥 = −2, entón 𝑦 = (−2)! = 4;
se 𝑥 = −1, entón 𝑦 = (−1)! = 1;
se 𝑥 = 0, entón 𝑦 = 0! = 0;
se 𝑥 = 1, entón 𝑦 = 1! = 1;
se 𝑥 = 2, entón 𝑦 = 2! = 4;
se 𝑥 = 3, entón 𝑦 = 3! = 9.

	

Tomemos algúns valores intermedios arredor de 0. 

Se 𝑥 =
1
2 , entón 𝑦 = A	

1
2	B

!

=
1
4 ;

se 𝑥 = −
1
2 , entón 𝑦 = A−

1
2B

!

=
1
4 .
	

Debuxamos agora a gráfica:  

	
21120-1 --2-3 311 44

99

x

y
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A curva obtida cando esta é ben suavizada chámase parábola. Os dous lados, 
por suposto, continúan indefinidamente máis e máis altos, e convértense cada 
vez máis en liñas rectas verticais. Esta non é, nin sequera remotamente, coma 
unha circunferencia. 

Xa topamos con outra curva cuxa ecuación era cuadrática, pero non notamos 
este feito. Estou pensando na hipérbole. A súa ecuación era 

𝑦 =
12
𝑥 ,	

pero se levamos 𝑥 para á esquerda como multiplicador, obtemos 

𝑥 × 𝑦 = 12.	
Nunha ecuación con dúas incógnitas, un termo en 𝑥 × 𝑦, no que a suma dos 

expoñentes das dúas incógnitas é 2, é normalmente considerado como cuadrático. 
Se isto soa pouco convincente, só necesitamos xirar un pouco a nosa hipérbole 
para poñela na seguinte posición:  

	
e, entón, a súa a ecuación será  

𝑥! − 𝑦! = 24	

e non quedará dúbida de que esta é cuadrática. 
Podemos mencionar aquí que a ecuación dunha circunferencia comprimida, 

é dicir, dunha elipse, 

	

x

y
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tamén é cuadrática. Con ela esgotamos estes tipos de curvas (ignorando algúns 
casos «dexenerados»): se puidésemos debuxar todas as curvas destes catro tipos 
en todas as posicións posibles no noso sistema de coordenadas, obteriamos a 
familia de curvas correspondentes a todas as ecuacións cuadráticas en dúas 
incógnitas. Pero parece difícil imaxinar unha familia cuxos membros difiren 
tanto entre si. Onde está o parecido familiar destas curvas, das cales unhas son 
finitas e pechadas, outras largan para o infinito, unhas son dunha soa peza, outras 
de dúas?  

Cando volas presente, quedará claro de onde lles vén o parentesco: todas levan 
o nome de seccións cónicas. 

Unha vez máis, temos que abandonar o plano e pasar ao espazo tridimen-
sional; mágoa non podermos debuxar en tres dimensións como o facemos nun 
anaco de papel plano! Imaxinaremos, polo menos, que temos algún tipo de 
pintura para pintar no aire. Imaxinemos agora un disco horizontal e unha liña 
recta que se inclina sobre o centro do disco e que toca o disco nun único punto 
da súa circunferencia:  

	

A continuación temos que imaxinar que esta recta se mergullou de arriba a 
abaixo na pintura máxica (en realidade non ten extremo superior nin inferior, xa 
que a recta é infinitamente longa). 

Agora tomemos esta recta imaxinaria; cunha man mantémola firme polo 
punto que está xusto encima do centro do disco mentres que coa outra a collemos 
polo punto onde toca o disco e movemos este punto arredor do círculo. A pin-
tura pintará unha superficie no aire por debaixo e por riba do punto fixo. Esta 
superficie chámase cono. 
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Se cortamos este cono dobre por planos en varias posicións, as nosas curvas 
aparecerán polos bordos das pezas truncadas. 

	
Só o cuarto plano corta tamén o cono superior. 
Aínda que non puidésemos atopar unha semellanza xeométrica entre as catro 

curvas, o feito de que todas as súas ecuacións sexan cuadráticas desencadea unha 
serie de características comúns. Só temos que preguntarlle á álxebra que nos pode 
dicir sobre tales ecuacións e establecermos as posibles deducións disto; calquera 
cousa que poidamos deducir será unha propiedade común das nosas catro curvas. 
Vexamos por exemplo os seus puntos de intersección cunha recta dada. Un 
punto de intersección é un punto que está na curva e na recta, polo que as súas 
coordenadas satisfán as dúas ecuacións en cuestión. A ecuación dunha recta é 
lineal; a álxebra ensínanos que unha ecuación lineal mais unha cuadrática, cada 
unha con dúas incógnitas, ou non ten ningunha solución (real) ou ten unha 
única solución ou ten dúas. Polo tanto, é certo para calquera das nosas seccións 
cónicas que unha recta pode estar nunha das tres relacións con respecto a ela: ou 
non se achega a ela, ou a toca nun punto ou a corta en dous puntos, por exemplo: 

	

circunferencia elipse parábola hipérbole
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Ningunha recta as pode cortar, nin sequera á hipérbole de dúas pezas, en máis 
de dous puntos. 

Tales son os servizos que a álxebra lle pode prestar á xeometría. 

POST SCRIPTUM: SOBRE ONDAS E SOMBRAS 

Topámonos con dúas interesantes ideas xeométricas que sería unha mágoa 
pasarmos por alto. 

Unha delas ten que ver coas diferentes formas de dar a dirección dunha recta: 
podemos comparar o aumento da altura coa distancia horizontal percorrida, 
como no triángulo rectángulo debuxado a continuación, onde se comparan os 
dous lados adxacentes ao ángulo recto: 

	

Hai, por suposto, outro xeito de determinar con precisión unha dirección: 
podemos indicar o ángulo que fai cunha determinada dirección definida, que se 
adoita tomar como a dirección positiva do eixe 𝑥. A este ángulo podémoslle 
chamar ángulo director da recta. É un ángulo agudo se a recta se eleva cara á 
posición vertical e é obtuso se se pasa da perpendicular e cae máis aló dela:  

	

Agora, a relación entre os dous lados do triángulo rectángulo adxacentes ao 
ángulo recto determina completamente a dirección, e tamén con ela o ángulo. 

0
2

2:1

1 x

y

x

y
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Poderiamos elixir isto como unha medida do noso ángulo. Poderiamos, por 
exemplo, describir o tamaño do ángulo agudo dicindo que a pendente corres-
pondente é 2:3; é dicir, se deixamos caer unha perpendicular desde calquera 
punto dun dos brazos do ángulo ata o outro brazo, obteremos un triángulo 
rectángulo no que a relación entre o lado oposto ao ángulo e o lado do ángulo é 
2:3, ou cunha notación diferente !

'
. 

Se se dá a relación %
(
, pódese debuxar inmediatamente o ángulo. 

	
Debemos ir 3 unidades á dereita e 2 unidades cara a arriba; e, se unimos o 

punto ao que chegamos co noso punto de partida, obteremos o ángulo requirido:  

	
Se o ángulo é obtuso, entón a pendente cae, e xa vimos que a relación corres-

pondente vai ser negativa. Se por exemplo a relación é − !
'
, entón sabemos que 

sobe cara a atrás; é dicir, se seguimos 3 unidades á esquerda e 2 unidades cara a 
arriba, e unimos o punto así obtido co noso punto de partida, a unión fará un 
ángulo obtuso coa dirección positiva do eixe 𝑥  (xa que o ángulo director é 
sempre o ángulo feito coa dirección positiva do eixe 𝑥):  

	

Un ángulo obtuso coma este non pode formar parte dun triángulo rectángulo, 
pero nós construímos un triángulo rectángulo pegado a el, cuxos lados adxa-
centes ao ángulo recto están na relación de !

'
; esta é a relación que caracteriza o 

noso ángulo obtuso, xunto co signo. 

2

3

2

3

2

3
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Pódese demostrar que a relación de calquera par de lados do triángulo rectán-
gulo tamén pode caracterizar ángulos. Estas relacións chámanse funcións circu-
lares, xa que os seus valores dependen da cantidade de movemento circular dun 
brazo do ángulo separándose do outro. O nome dado á función circular que 
acabamos de examinar é a tanxente; a proporción do lado oposto ao ángulo coa 
hipotenusa é o seno do ángulo, e a do lado adxacente é o seu coseno. Por exemplo, 
no triángulo seguinte:  

 

o seno do ángulo sombreado é (
,
, o seu coseno é )

,
. As definicións de todas as 

funcións circulares poden estenderse a ángulos maiores ca os ángulos agudos. 
Tabuláronse os valores das funcións circulares correspondentes a todo tipo de 
ángulos diferentes; se sabemos as lonxitudes dos lados dun triángulo rectángulo 
(e outros triángulos sempre se poden dividir en dous triángulos rectángulos):  

	

só temos que mirar nas táboas para coñecermos inmediatamente todos os seus 
ángulos. É certo que podemos debuxar o triángulo se coñecemos as lonxitudes 
dos seus lados, e entón podemos medir os seus ángulos, pero o estándar de 
precisión destas medidas é moi inferior ao que se pode conseguir cos cálculos da 
xente que elabora as táboas! Pois non se debe pensar que para facer esas táboas se 
obteñen os valores das funcións circulares medindo. Un método para o seu 
cálculo baséase no feito de que coñecemos algúns dos valores con precisión. Por 
exemplo, a nosa primeira recta biseca o ángulo recto exactamente  

4

5
3
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,	

e así a tanxente do seu ángulo director é 1:1, é dicir, &
&
	= 1. O ángulo recto é o 

resultado dun cuarto de xiro; por iso sabemos que a tanxente do ángulo que é o 
resultado dun oitavo de xiro é 1. Se coñecemos os valores das funcións circulares 
para dous ángulos, podemos preguntar como facer para atopar os valores corres-
pondentes á suma de dous de tales ángulos, ou para o dobre ou a metade dun 
deles. A trigonometría é a que se ocupa de buscar estas relacións. As táboas, por 
outra banda, están preparadas dun xeito diferente; volveremos a iso máis tarde. 

As funcións circulares teñen unha grande importancia que vai máis alá dos 
límites da trigonometría. Por exemplo, se debuxamos a gráfica correspondente á 
función senoidal para todos os valores do ángulo a partir de 0 ata un xiro com-
pleto, obtemos unha liña ondulada coma esta:  

	
Isto pode ser continuado aínda máis lonxe. Un ángulo realmente mide a 

desviación dunha recta doutra recta fixa. Imaxina, por exemplo, que abrimos 
lentamente un abano xaponés:  

	

0 1
1 x

y

ángulo agudo ángulo recto ángulo obtuso

ángulo chairo

ángulo reflexo ángulo completo
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Deste xeito podemos facer todos os ángulos posibles, e vese facilmente que o 
arco dun círculo debuxado arredor do vértice mide a cantidade de xiro. Por 
suposto, a lonxitude do arco tamén depende do tamaño do abano, pero podemos 
medir os nosos ángulos pola lonxitude do arco do raio unidade. 

	
(Máis axeitado ca os habituais graos empregados na escola). Agora podemos 

imaxinar (non o fagas co abano, que o estragarás) que a recta de xiro continúa 
avanzando despois dunha volta completa,  

	

de xeito que a parte marcada en groso na figura foi cuberta dúas veces. É obvio 
que a recta queda na mesma dirección que se xirase só por este pequeno arco. 

	

Así, os valores das funcións circulares repítense para ángulos maiores ca un 
xiro completo, e a curva segue subindo e baixando do mesmo xeito:  

	
isto é como a recorrencia dos períodos de expansión das fraccións. Por esta razón, 
a función seno dise que é unha función periódica. 

Na física é ben coñecida esta curva: é a curva que representa as vibracións e 
desempeña un papel decisivo na física moderna. Quen se interesase pola radio 
poida que vise algunha vez gráficas de onda modificadas coma esta:  

arco

1 {
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 Nesta gráfica as ondas máis densas son as chamadas ondas electromagnéticas. 
A súa imaxe por elas soas sería así:  

	

pero o son modifícaas mediante grandes ondas coma estas:  

	

Aquí aínda podemos ver os dous conxuntos de ondas das que se compón a 
onda modificada. Pero, de feito, as ondas sonoras nunca son tan sinxelas, xa que 
non hai un son absolutamente puro; sempre hai varios sons que vibran ao mesmo 
tempo, e estes non difiren entre si tanto como as ondas electromagnéticas difiren 
das ondas sonoras, polo que non desempeñan papeis tan fáciles de distinguir. O 
resultado da súa superposición é simplemente unha dexeneración das ondas, por 
exemplo poden chegar a ser así:  

	

Dado un tal conxunto dexenerado de ondas, con frecuencia precísase coñecer 
cales son as ondas que compoñen a nosa curva. A pregunta pódese formular do 
seguinte xeito: se temos unha curva continua, non importa canto de dexenerada, 
pero periódica, é posible atopar ondas cuxo efecto simultáneo xeraría precisa-
mente esta curva?  

A resposta a esta pregunta é que é posible atopar tales ondas (aínda que non 
con precisión absoluta), que, se se superpoñen unha á outra, nos aproximamos á 
nosa curva en calquera medida desexada. Isto pódese facer aínda que a nosa curva 
estea formada por moitos cóbados, por exemplo, se consiste en moitos segmentos 
coma este:  
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 Isto, por suposto, próbase na linguaxe de funcións, que non trata coas ondas, 
senón coas funcións correspondentes. 

Pioneiro neste campo foi Lipót Fejér, o que lle valeu moita sona cando era 
mozo. 

*	*	*	

A outra idea xeométrica con que nos topamos está relacionada con rebandar 
o cono. Cortemos o cono inferior dúas veces; unha por un plano horizontal e 
outra por un plano inclinado:  

	

Debuxamos por separado o vértice do cono, a circunferencia e a elipse. 

	

Imaxinemos que o vértice do cono é unha pequena lámpada eléctrica que 
emite raios de luz en todas as direccións. O círculo é un disco de papel que 
interrompe os raios de luz, o que non permite que pasen os raios que chegan a 
el; os raios que pasan rozando o bordo do disco xeran a superficie do noso cono, 
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e o círculo produce unha sombra elíptica no plano que se coloca debaixo nunha 
posición inclinada:  

	

Polo tanto, unha elipse pode considerarse como a sombra dunha circun-
ferencia. Pode xerarse mediante a proxección dunha circunferencia desde un 
punto ata un plano inclinado. 

Do mesmo xeito, podemos producir unha sombra parabólica ou hiperbólica 
xirando o plano (se queremos obter a outra rama da hipérbole, cómpre colocar 
un disco circular idéntico no camiño dos raios emitidos cara a arriba). 
Observamos que o que unha sombra se pode distorcer é considerable. 

A chamada «xeometría proxectiva» ten como obxecto a busca de propiedades 
que non se perden nin sequera pola distorsión causada pola proxección. Foi 
posible atopar tales propiedades «proxectivas» que resultaron «invariantes» 
incluso baixo tales proxeccións. Isto permítenos examinar as seccións cónicas 
dun xeito uniforme e sinxelo desde un punto de vista bastante novidoso. Abonda 
estudar a familiar circunferencia; todas as súas propiedades «proxectivas» serán 
transmitidas tal cal a todas as seccións cónicas que se poden xerar a partir dela 
por proxeccións. A sombra pode estirarse e estirarse, mesmo ata o infinito. Porén, 
non pode ceibarse por completo do seu amo. 
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15. ELEMENTOS «TOMENOTA» 

Unha vez fun ver a versión teatral dun divertido conto ruso chamado Tenente 
Tomenota! A idea principal detrás da historia é que alguén non entendeu a inter-
xección «Tenente, tome nota!» en medio de algo que estaba a ser ditado, e o 
nome «Tenente Tomenota» acabou na lista de nomes de oficiais. Dado que o 
tsar omnipotente asinaba esta lista, ninguén se atreveu a informar de que, de 
feito, non hai ningún tenente chamado Tomenota. O tenente Tomenota non é, 
por tanto, unha persoa, é só un erro, pero ao que lle acaeceron todo tipo de 
cousas extraordinarias: estivo preso, casou, instigou unha insurrección e, en xeral, 
tivo unha influencia decisiva na vida doutras persoas. 

Mesmo en matemáticas atopamos elementos «tomenota» inexistentes que, no 
entanto, desempeñan un papel importante. Os matemáticos chámanlles 
elementos ideais. Tal é, por exemplo, o chamado «punto do infinito», no que se 
xuntan as «rectas paralelas». Isto serve ao propósito de unificar as nosas análises. 

Por exemplo, pódese probar que hai unha relación de «dualidade» entre os 
puntos e as rectas: algúns teoremas relativos a puntos e rectas seguen a ser válidos 
se intercambiamos as palabras «punto» e «recta». Por exemplo, 3 puntos, que 
non estean nunha mesma recta, determinan un triángulo. Isto é certo. 

	

A afirmación dual sería: 3 rectas, que non pasan polo mesmo punto, tamén 
determinan un triángulo: 
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Esta dualidade é moi cómoda; abonda con probar unha das declaracións e 
temos demostrada automaticamente a súa dual. Establecemos unha cousa, e de 
inmediato convértese en dúas cousas. 

Pero neste exemplo moi sinxelo hai unha pequena incorrección no teorema 
dual. Deberiamos engadir: «sempre que as rectas non sexan paralelas». Neste caso, 
convén dicir que xa excluímos no enunciado do teorema o caso das tres rectas 
seren paralelas, xa que estas paralelas se atoparían nun mesmo punto no infinito. 

Pero este punto ideal a unha distancia infinita é capaz de cousas máis grandes 
ca simplemente evitar algunhas frases comezando con «suposto que». Se 
asociamos un único punto común no infinito con rectas que teñen a mesma 
dirección, é dicir, con rectas paralelas entre si, e puntos no infinito diferentes a 
rectas con diferentes direccións, entón creamos tantos puntos ideais como 
direccións hai. Podemos incluso indicar exactamente que punto ideal estamos 
considerando; só temos que dar a dirección que apunta cara a el. Mediante unha 
pequena modificación do noso sistema de coordenadas, podemos incluso escribir 
a ecuación da recta que contén todos os puntos ideais. Esta ecuación resulta ser 
do tipo de ecuación normalmente asociado con liñas rectas, e así podemos dicir 
que todos os puntos do infinito se atopan nunha recta no infinito. 

Ata agora isto pode parecer un tipo de xogo banal: escribimos a ecuación 
dunha recta inexistente. Quizais sexa mellor non intentar nin imaxinar. Unha 
liña recta é infinita en ambos os sentidos, e aínda así asociamos só un punto no 
infinito con ela (deste xeito respéctase o principio de dualidade, dous puntos 
ideais estragaríano); é coma se os seus dous extremos se xuntasen no infinito, 
onde se convertería nunha especie de círculo. As nosas liñas rectas, aínda que se 
estenden en dous sentidos opostos, están, con todo, colgadas nos distintos 
puntos da recta do infinito, coma froitas nunha árbore froiteira, convertidas en 
circunferencias por arte de maxia, rectas paralelas colgadas no mesmo punto: 

	

En realidade non deberiamos trazar a recta de infinito de xeito recto, aínda 
que vai ti saber como a poderiamos debuxar, xa que un dos seus puntos está ao 
leste e ao oeste ao mesmo tempo; norte e sur atópanse noutro dos seus outros 
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puntos, e así con todas as posibles direccións. Esquezamos todo isto, non 
pertence a un mundo de cousas imaxinables. «Tenente Tomenota» só é un erro. 

Pero, con todo, esta recta no infinito pode darnos unha enorme cantidade de 
información. Xa obtivemos a súa ecuación, polo que quizais non sexa unha 
empresa moi atrevida intentar determinar os seus puntos de intersección, por 
exemplo, cunha parábola, xa que o único que temos que facer é atopar as 
solucións comúns ás dúas ecuacións. Acontece entón que esta recta no infinito, 
que ao principio pensamos que era o trastorno personificado, é xusto o que 
queriamos para botar luz sobre a familia das seccións cónicas. 

Calquera que tivo algo que ver con este tema, antes ou despois, está obrigado 
a facer a seguinte pregunta: dada unha ecuación cuadrática con dúas incógnitas, 
como se pode decidir que tipo de sección cónica lle corresponde? A recta do 
infinito dá unha resposta definitiva a esta pregunta: se a ecuación dada non ten 
unha solución común coa recta do infinito, entón é unha elipse; se só ten unha 
solución común, é unha parábola, e se ten dúas solucións, entón a nosa ecuación 
debe representar unha hipérbole. E non hai outras posibilidades. (O círculo é o 
caso particular máis regular da elipse). Agora podemos liberar a nosa imaxinación: 
os resultados obtidos correspóndense totalmente coa nosa visión. A elipse está 
completamente dentro dunha rexión finita, polo que por suposto non ten nin-
gún punto común coa recta do infinito. Os dous lados da parábola cada vez 
empínanse máis e máis, cada vez son máis parecidos a dúas rectas paralelas, polo 
que é bastante natural que se atopen nun mesmo punto no infinito. As dúas 
ramas da hipérbole esténdense na distancia ao longo de dúas asíntotas con 
diferentes direccións; tamén é bastante natural que estas ramas cheguen ao 
infinito en dous puntos distintos. 

Quizais agora esteas de acordo en que sería unha pena non deixarmos falar 
estes puntos inexistentes. 

Agora podo tirar de coraxe para volver ao último dos nosos problemas, que 
deixamos abandonado temporalmente, é dicir, as ecuacións cuadráticas coma 
esta: 

𝑥! = −9	

Se existise un número cuxo cadrado fose −9 , denotaríao con √−9 . O 
problema é que aínda non atopamos números cuxos cadrados sexan negativos. 
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Tantos se facemos o cadrado de −3 coma o de +3, o resultado será sempre +9. 
Aínda non temos idea do que podería ser √−1. «Non sei» é a única resposta 
verdadeira. Pero supoñamos que, mentres pensabamos, escribín «¡…!», 
remarcando o signo ¡ varias veces, para dar máis énfase, e que alguén que tomaba 
apuntamentos febrilmente de todo o que estaba a dicir pensou que escribira un 
𝑖 e que quizais 𝑖 era resposta, é dicir,  

√−1 = 𝑖,	

e así, interrómpeme animadamente dicindo: «Entón tamén sei quen é √−9, ten 
que ser 3𝑖, ou tamén podería ser −3𝑖!». Si, isto está claro: se √−1 = 𝑖, entón 𝑖 é 
o número cuxo cadrado é −1,  

𝑖# = −1	

e  
(+3𝑖)# = 3𝑖 × 3𝑖 = 9𝑖# = 9 × (−1) = −9,	

ou 
(−3𝑖)! = (−3𝑖) × (−3𝑖) = 9𝑖! = 9 × (−1) = −9.	

O único problema é que 𝑖 non existe, todo foi un malentendido, un erro. En 
realidade, non sabemos que é √−1. 

Pero agora que o erro está impreso no libro, imos xogar un pouco con el, 
como fixemos cando resolvemos quen era √−9 . Ao mellor, este elemento 
inexistente pódenos facer un servizo, ou poida que dous. 

Veremos que pode facer cousas sorprendentes. A teoría de funcións ao com-
pleto, que é a rama máis respectable das matemáticas, baséase nel. Se imos omitir 
este 𝑖, hai que deixar claro que só ten sentido a teoría de funcións reais. Non hai 
ningunha rama das matemáticas que non deba recorrer a 𝑖, especialmente cando 
hai que expresar algo con significado profundo; a mesma xeometría non é unha 
excepción. Os intentos de unificación sistemática de teoremas aparentemente 
bastante independentes coroáronse con éxito grazas a 𝑖. 

Só che podo ofrecer unha pequena degustación destas unificacións nesta 
matemática sen fórmulas, xa que os elementos ideais existen enteiramente en 
virtude da súa forma. 

Por exemplo, se permitimos o uso de 𝑖, aparecen conexións, antes impen-
sables, entre certas funcións. 
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Quen imaxinaría que había algunha conexión entre as funcións circulares e a 
función potencia? Non obstante, pódese probar, se medimos os ángulos pola 
lonxitude do arco dun círculo de raio unidade, debuxado ao redor do vértice,  

	

que o coseno dun ángulo de dúas unidades (escrito, para abreviar, cos 2) pode 
escribirse como segue: 

cos 2 = 	 3
#%,3&#%

!
,	

onde 𝑒 é a base dos logaritmos naturais. Unha fórmula similar é válida para os 
ángulos de calquera tamaño:  

cos 3 = 	
𝑒"4 + 𝑒+"4

2 ,	

cos 4 = 	
𝑒$4 + 𝑒+$4

2 ,	

e así sucesivamente. 
Como é posible que o coseno dun ángulo, que despois de todo era a razón de 

dous números e, polo tanto, un número como Deus manda, poida ser igual ao 
número da dereita, que non existe? Isto só é posible se o número da dereita tamén 
é un número real. Mentres se están realizando as operacións indicadas á dereita, 
aparece de súpeto 𝑖, desde algún mundo imaxinario, bota luz sobre as relacións 
e despois desaparece. Algo así pode ocorrer nos xogos en que se trata de adiviñar 
o número que alguén pensou. Por exemplo: «Pensa nun número, multiplícao 
por 3, súmalle 4, multiplica o resultado por 2 e réstalle 6 veces o número que 
pensaches». Aquí podemos agardar a que o noso amigo termine o problema, non 
necesitamos facer máis preguntas, que xa podemos dicir: «O resultado é 8!». De 
feito, podemos escribir os pasos do seguinte xeito: sexa 𝑥  o número, este 
multiplicado por 3 é 3𝑥 , sumando 4 converterase en 3𝑥+4. Como debe 

2 unidades

1 {
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multiplicarse por 2, obteremos 2 × (3𝑥 + 4); e por último hai que restar 6 veces 
o número que pensamos, e así o resultado será  

2 × (3𝑥 + 4) − 6𝑥.	

Multiplicando os dous sumandos en 3𝑥 + 4 por 2, teremos 6𝑥 + 8 − 6𝑥, ou, 
noutra orde, 8 + 6𝑥 − 6𝑥 , pero se sumamos 6𝑥  a 8 e despois restamos 6𝑥 , 
quedaremos certamente con 8. O número pensado entrou nos nosos cálculos, 
pero desapareceu de novo. 

Á parte da conexión entre as funcións circulares e as potencias, é posible 
mesmo derivar relacións en que non hai ningunha traza aparente de 𝑖 . Por 
exemplo, calculemos o cadrado de cos 2 da fórmula  

cos 2 = 	
𝑒!4 + 𝑒+!4

2 	

e para evitar a molestia das fraccións pasemos o divisor 2 da dereita á esquerda 
como multiplicador:  

2 × cos 2 =𝑒!4 + 𝑒+!4 	

Agora elevamos ao cadrado esta ecuación. O cadrado do lado esquerdo é  

2 × cos 2× 2 × cos 2 =2 × 2 × (cos 2)#	

(hai unha boa razón para simular que esquecemos que 2 × 2 = 4). 
O lado dereito é a suma de dous termos e para facer o cadrado debemos 

elevarmos ao cadrado o primeiro termo, recordando que cando cadramos unha 
potencia multiplicamos os expoñentes:  

W𝑒!4X! = 𝑒$4 	

A isto temos que sumarlle o dobre do produto dos dous termos, sen 
esquecermos que podemos multiplicar as potencias de 𝑒  engadindo os 
expoñentes e que o valor da potencia 0-ésima é 1:  

2 × 𝑒!4 × 𝑒+!4 = 2 × 𝑒!4,(+!4) = 2 × 𝑒* = 2 × 1 = 2	

Por último, engadindo o cadrado do segundo termo:  

W𝑒+!4X! = 𝑒+$4 	
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De modo que o cadrado do lado dereito pode ser escrito do seguinte xeito:  

𝑒$4 + 2 + 𝑒+$4 	
ou, en orde diferente,  

𝑒$4 + 𝑒+$4 + 2	
e así  

2 × 2 × (cos 2)! = 𝑒$4 + 𝑒+$4 + 2.	

Agora imos pasar un 2 que multiplica na esquerda para á dereita, dividindo. 
Dividimos por 2 todos os termos do lado dereito. Podemos dividir 2 por 2, isto 
será 1, e podemos indicar formalmente a división dos outros dous termos:  

2 × (cos 2)! =	
𝑒$4 + 𝑒+$4

2 + 1	

Pero aquí atopámonos cun vello amigo: 

	
𝑒$4 + 𝑒+$4

2 ,	

que é o que diciamos que era igual a cos 4. Así que ímolo substituír por cos 4:  

2 × (cos 2)! = cos 4 + 1,	

ou, en orde diferente (xa que alguén podería pensar que estamos a falar do coseno 
de 4 + 1, é dicir, o coseno de 5):  

2 × (cos 2)! = 1 + cos 4	

Finalmente, pasando o 2 á dereita dividindo: 

(cos 2)! =
1 + cos 4

2 	

Esta é unha das relacións trigonométricas máis coñecidas, e non hai nin rastro 
de 𝑖. Pode ser moi reconfortante sabermos que non cometemos ningún erro nos 
nosos cálculos, o que non é nada novo. Pero se lembramos que a suma de dous 
termos non só pode ser elevada ao cadrado, senón que tamén se pode elevar a 
calquera potencia, coa axuda do teorema do binomio, entón podemos demostrar 
toda unha chea de teoremas trigonométricos, dun golpe. 

Perdón polo longo cálculo en que tiveches que recordar tantas regras distintas 
á vez. Pero creo que é inevitable; para entendelo, tes que experimentar por ti 
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mesmo, polo menos unha vez, como o 𝑖 desaparece dos cálculos, despois de 
infundirlles un novo sangue vital. 

Pero veremos que este non é o papel máis importante dos que desempeña. 
É bastante natural que proporcione solucións aos casos insolubles da ecuación 

cuadrática, xa que se introduciu realmente para tratar con estas situacións, 
permitíndonos extraer raíces cadradas de números negativos. É certo que 
obtemos só un resultado «imaxinario», pero, despois do anterior, quizais esteas 
convencido de que tales resultados imaxinarios non deben ser desbotados. Por 
exemplo, a solución de 

(𝑥 − 2)# = −9	

e  
𝑥 − 2 = √−9,	

e √−	9 	= 	3𝑖 ou √−	9 	= 	−3𝑖. Se pasamos o 2 restando da esquerda cara á dereita, 
sumando, obteremos as dúas «raíces» (as solucións das ecuacións chámanse raíces, 
debido a que, con frecuencia, as obtemos mediante a extracción de raíces):  

𝑥 = 2 + 3𝑖	

ou 
𝑥 = 2 − 3𝑖.	

Estes son números que teñen unha parte real e unha parte imaxinaria. 
Este estraño tipo de unión do mundo real co imaxinario coñécese como 

número complexo. Estes números poden parecer algo imposibles a primeira vista, 
aínda que a súa suma é un número real; cando sumamos 3𝑖 e −3𝑖 cancélanse. 
Ademais, pódese ver facilmente que o seu produto tamén é un número real. 

Entre os números complexos tamén se atopan os números reais coma, por 
exemplo, 5 + 0𝑖 = 5 e os puramente imaxinarios coma, por exemplo, 0 − 2𝑖. 

Se queremos tomar a raíz cuarta, ou a sexta ou a oitava, dun número negativo, 
quedaremos atrapados do mesmo xeito que no caso das raíces cadradas. Se 
elevamos un número positivo ou negativo a unha potencia par, debemos obter 
un resultado positivo. Por exemplo, a raíz cuarta de −16 non é nin positiva nin 
negativa, xa que  

(+2)$ = 2 × 2 × 2 × 2 = 16
(−2)$ = (−2) × (−2)<===>===?× (−2) × (−2)<===>===? = (+4) × (+4);	
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que tamén é +16. Poderiamos preguntarnos se necesitamos introducir novos 
elementos ideais. Curiosamente, resulta que isto é completamente innecesario. 
Podemos realizar todas estas operacións coa axuda do que xa temos. Ademais, 
pódese probar que calquera ecuación de calquera grao pode resolverse dentro do 
campo dos números complexos. Chámase teorema fundamental da álxebra. Non 
se contradí o resultado de Abel de que estamos obrigados a quedar sen as 
solucións das ecuacións de quinto grao; o teorema fundamental próbase no 
sentido de «pura existencia»; non dá ningún método para atopar ningún número 
que satisfaga a ecuación mediante as operacións fundamentais e a extracción de 
raíces. 

A extracción de raíces cadradas sempre dá dous valores, un positivo e un 
negativo. É por iso que unha ecuación cuadrática sempre ten dúas raíces no 
campo dos números complexos. Ou mellor, non sempre, pois a ecuación 

(𝑥 − 3)! = 0	
ten só unha solución, xa que o número cuxo cadrado é cero só pode ser o propio 
cero, de modo que 

𝑥 − 3 = 0,	
ou  

𝑥 = 3,	

é a única solución. A forma expandida desta ecuación é  

𝑥! − 6𝑥 + 9 = 0.	

Podemos atopar ecuacións que se aproximan a esta cada vez máis, é dicir, nas 
que os números difiren do 6 e do 9 anteriores cada vez menos. Cada unha delas 
terá dúas raíces, pero estas raíces aproximaranse máis e máis a medida que as 
ecuacións se achegan cada vez máis á nosa. É por iso que ás veces se di que no 
momento en que estas ecuacións se fagan exactamente idénticas á ecuación  

𝑥# − 6𝑥 + 9 = 0,	
as dúas raíces «coinciden». 

Cantas raíces tería unha ecuación de cuarto grao? Podemos resolver a 
ecuación 

𝑥$ = 1	



II. A FORMA CREADORA 

200 

sen a axuda de 𝑖. Podemos elevar +1 ou −1 á cuarta potencia; obteremos +1, 
polo que semella que ten dúas raíces, +1 e −1. Pero agora 𝑖 interrompe: «Oh, 
non! Isto é de todo irregular, a ecuación é de cuarto grao, debe ter catro raíces; 
aquí interveño eu». E de feito 𝑖 é unha raíz, e incluso −𝑖 é unha raíz tamén, xa 
que  

𝑖$ = 𝑖 × 𝑖Y× 𝑖 × 𝑖Y = (−1) × (−1) = 1
(−𝑖)$ = (−𝑖) × (−𝑖)<===>===?× (−𝑖) × (−𝑖)<===>===? = 𝑖! × 𝑖! = (−1) × (−1) = 1.	

Deste xeito, 𝑖 pon orde nas raíces de todas as ecuacións. Pódese probar que, 
dentro do campo dos números complexos, as ecuacións teñen tantas raíces como 
o seu grao, á parte dalgunhas raíces que poden coincidir. 

Este é o servizo que 𝑖 lle presta á álxebra. 
O seu maior servizo, porén, está reservado para a teoría de funcións.  
Pero para darche unha mínima idea, teño que explicar a representación gráfica 

dos números complexos. 
Consideremos 𝑖 como un novo tipo de unidade; os múltiplos de 𝑖 pódense 

representar nunha nova recta. O punto cero desta recta pode coincidir co punto 
cero da recta real, xa que 0 × 𝑖 = 0. 

Deste xeito as dúas rectas poden considerarse semellantes a un sistema de 
coordenadas:  

	
Isto suxire que os números complexos poden ser representados por medio dos 

puntos do plano, xa que consisten en partes reais e imaxinarias; a coordenada 𝑥 
será a parte real, e a coordenada 𝑦 a parte imaxinaria. Abaixo atoparás as imaxes 
dalgúns números complexos: 

eixe imaxinario

eixe real
-3 -2 -1

0
1 2 3

3i
2i
 i

-i
-2i
-3i

…

…
…

…
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Polo tanto, os números complexos non se distribúen ao longo dunha recta 
senón en todo o plano. 

Por módulo dun número complexo enténdese a súa distancia desde o punto 
cero. Esta distancia pode ser pequena ou grande, pero hai moitos números 
complexos, todos á mesma distancia do punto cero. Estes están situados nunha 
circunferencia cuxo centro está en 0:  

	

e non hai absolutamente ningunha razón pola que debamos dicir que un deses é 
máis pequeno ca outro. Polo tanto, está fóra de cuestión falar de «menor que» 
ou «maior que» con números complexos. 

Non obstante, podemos asegurarnos facilmente de que todas as antigas regras 
de manipulación se mantiveron intactas, mentres tratamos os números 
complexos como números ordinarios e o 𝑖 como algo descoñecido do que só sa-
bemos que cada vez que aparece 𝑖! podemos substituílo por −1. 

Volvamos agora a un dos nosos resultados anteriores. Obtivemos a partir do 
exemplo do chocolate que  

1
1
9 = 1 +

1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯	

4 – i

3 + 2i–1 + i

–2 – 2i

2 + i

1 + 2i
–2 + i

–1 – 2i
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Aquí, no lado dereito, cada número é a décima parte do anterior; &
&-

 é a 

«proporción común» da serie xeométrica. Tratemos de transformar 1 &
!
 de xeito 

que apareza &
&-

 nel. 

1 =
19
9 ,							1

1
9 =

10
9  

Simplificamos bastante. Sabemos que podemos dividir o numerador e o 
denominador polo mesmo número; dividimos aquí por 10, sen importar o feito 
de que a división só pode indicarse no denominador: 

1
1
9 =

	1	

	 910	
	

Isto é útil porque podemos expresar !
&-

 facilmente en termos &
&-

: un todo 
consiste en 10 décimas, e se quitamos unha décima parte, quedamos con 
exactamente !

&-
, de modo que  

9
10 = 1 −

1
10.	

Finalmente temos  

1
1
9 =

	1	

1 − 1
10
.	

Se substituímos 1 &
!
 por isto, 

	1	

1 − 1
10

= 1 +
1
10 +

1
100 +

1
1000 +⋯	

Desta forma o noso resultado pode xeneralizarse. Se, no canto de &
&"
, a relación 

común da serie xeométrica é por exemplo !
'
, entón cada termo é !

'
 veces o 

anterior, polo que os termos da serie serán 1 × %
(
	= %

(
, %
(
× %

(
= )

!
, )
!
× %

(
= "

%$
, e 

así sucesivamente, un tras outro; podemos probar que  
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	1	

1 − 23
= 1 +

2
3 +

4
9 +

8
27 +⋯	

Pero debemos ter coidado, pois xa vimos que non todas as series xeométricas 
se poden sumar. Por exemplo, cando a razón común era 1 ou −1 ou calquera 
número cuxo valor absoluto sexa aínda maior, a serie non se podía sumar. Pódese 
probar que, se a relación común é máis próxima a cero que a 1, a serie é 
converxente, e a súa suma pode expresarse do mesmo xeito que no caso dos 
valores &

&-
 e %
(
. Así, todas as razóns comúns para as que se poden sumar as series 

están entre −1  e +1 na nosa recta: 

	 	

Se pensamos nun destes números, sen dicir cal, podemos chamarlle 𝑥. Incluso 
sen saber cal é o número, podemos dicir que os termos da serie xeométrica cons-
truídos a partir del serán  

1, 		1 × 𝑥 = 𝑥, 			𝑥 × 𝑥 = 𝑥!, 		𝑥! × 𝑥 = 𝑥", 		𝑥" × 𝑥 = 𝑥$…	

e que tamén é certo para esta serie que  
	1	
1 − 𝑥 = 1 + 𝑥 + 𝑥! + 𝑥" + 𝑥$ +⋯	

Isto sempre será certo, calquera que sexa 𝑥, sempre que se teña coidado de 
elixilo no intervalo de números que vai de −1 a +1. 

O valor de &
&)*

 depende naturalmente do número 𝑥, así que é unha función 
de 𝑥. É usual expresar a relación anterior dicindo que expandimos a función en 
serie de potencias, ou ben nunha serie infinita composta por potencias de 𝑥 cada 
vez máis grandes. As sumas parciais desta serie dan a cada paso unha aproxima-
ción cada vez mellor ao valor de &

&/0
. 

Como primeira aproximación grosa, podemos substituír &
&)*

 por 1. 1 + 𝑥 é 
mellor aproximación, 1 + 𝑥 + 𝑥!	é aínda mellor, e así sucesivamente. A pregunta 
é agora se é posible, en xeral, expandir calquera función en serie de potencias 
(por suposto que non poderiamos esperar unha serie coma a anterior, senón unha 
en que as potencias de 𝑥 se multipliquen por determinados números). Esta é 
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unha cuestión de importancia fundamental na teoría de funcións. A función &
&/0

 
aínda é moi sinxela, os seus valores pódense calcular facilmente. Pero tamén foi 
posible expandir a función potencia, como función do expoñente, nunha serie 
de potencias; e é máis, o máis sinxelo resultou ser cando a base é 𝑒 = 2,71… A 
serie é a seguinte, onde 𝑥 pode ser calquera número:  

𝑒2 = 1 + 𝑥 +
1
2! × 𝑥

! +
1
3! × 𝑥

" +
1
4! × 𝑥

$ +⋯	

e onde —ao mellor aínda non o esqueciches— 2! = 1 × 2 , 3! = 1 × 2 × 3 , 
4! = 1× 2 × 3 × 4, e así sucesivamente. 

Isto é de grande axuda no cálculo dos valores de 𝑒*, se escribimos números 
concretos en vez de 𝑥. Non sería moi divertido elevar 𝑒, este decimal infinito 
irracional, a diferentes potencias. Se 𝑥 é pequeno, 1 + 𝑥 vai ser unha boa apro-
ximación para el, e calcular isto, é dicir, sumarlle un número a 1, é realmente un 
xogo infantil. Se necesitamos unha maior precisión, podemos tomar unha suma 
parcial máis longa; neste caso temos que calcular algunhas das potencias do 
número dado. Por exemplo, se 𝑥 = '

&"
,  aínda é moito máis fácil elevar este 

número á segunda, terceira e cuarta potencias que extraer a raíz décima do nú-
mero irracional (2,71… )', que, ao final, é o que realmente significa 

(2,71…)
*
,-.		

Está ben que esta expansión sexa certa para todos os valores de 𝑥. 
As funcións circulares e a función logaritmo poden expandirse en series de 

potencias e hoxe en día as súas táboas están baseadas neste feito. 
Estas series, emporiso, non todas son converxentes para todos os valores de 𝑥, 

e hai que ter moito coidado para non intentarmos substituír algo por unha 
suposta aproximación cando estea fóra de cuestión que haxa aproximacións. Polo 
tanto, xorde o problema de como, dada unha función, se pode comprobar para 
cales valores de 𝑥 é posible expandila nunha serie de potencias. 

Botémoslle outra ollada á nosa serie xeométrica. Dixemos que a expansión  
	1	
1 − 𝑥

= 1 + 𝑥 + 𝑥! + 𝑥' + 𝑥$ +⋯	
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era válida no intervalo entre −1 e +1:  

	

É posible ver, a partir de 	&	
&)*

, que 1 é realmente o límite de validez (sería o 
mesmo a esa distancia ao outro lado de 0)? Salta á vista! Que pasaría se 𝑥 fose 1?  

	1	
1 − 1 =

	1	
0 	

 É case doloroso escribir isto! Aquí está a prohibición perpetua, división por 0! 
Aínda sen mirarmos para serie, a propia función grita «Alto!» no punto 1. 

A función dá sempre, de xeito definitivo, os límites ata os que podemos ir? 
Se tratamos só de números reais, a resposta é non. Este feito deu moitos 

problemas con varias funcións. Era hora de que interviñese 𝑖, e, ao facelo, aclarou 
dunha vez por todas a cuestión. 

Tomemos un exemplo. 
Quen se manexe medianamente ben coas fórmulas verá directamente na nosa 

serie xeométrica que a función 	&	
&,*+

 pode expandirse na seguinte serie de 
potencias:  

	1	
1 + 𝑥! = 1 + 𝑥! + 𝑥$ + 𝑥& +⋯	

e esta serie é converxente se e só se 𝑥 está entre −1 e +1. 

	

Revela esta función o segredo dos límites, fóra dos cales a súa expansión non 
será válida? Vexamos para 𝑥 = 1:  

	1	
1 + 1! =

	1	
1 + 1 =

	1	
2 ; 		sen	problema.	

Quizais o problema está no outro límite. Miremos entón en 𝑥 = −1: 
	1	

1 + (−1)! =
	1	
1 + 1 =

	1	
2 ; 		tampouco	hai	problema.	

Isto é un pequeno caos. 

-3 -2 -1 -0 1 -2 -3 ……

-3 -2 -1 -0 1 -2 -3 ……
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Aquí é onde aparece 𝑖 ao rescate: «Por que non probas comigo?». Vexamos:  
	1	

1 + 𝑖# =
	1	

1 + (−1) =
	1	
0 	

Alto! Esta é unha división por cero. Se pensamos no plano complexo, vemos 
de inmediato que 𝑖 está a unha distancia unitaria do punto 0, e o feito de que 
haxa problemas coa función en tal punto indica que está prohibido ir máis alá 
da distancia unidade de 0.  

	

Polo tanto, ten o seu interese examinar os valores dunha función en puntos 
complexos, non só nos puntos reais. E é xeralmente certo que, se hai algún 
problema coa función en calquera punto, entón a función non se pode expandir 
nunha serie de potencias en ningún punto que estea máis lonxe de 0 ca o punto 
problemático. Polo tanto, hai que atopar o punto problemático máis próximo 
ao punto cero no plano complexo. Ata el, como máximo, pode chegar o círculo, 
dentro do cal en todos os puntos a función se pode expandir nunha serie de 
potencias. 

	

Deste xeito obtemos un círculo dentro do cal a serie será converxente, e 
quizais tamén nalgúns puntos da súa circunferencia, pero fóra do cal é seguro 

–i

i
1–1

eixe imaxinario

problema

problema

problema

problema

eixe real0
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quen non o será. Un círculo semellante cortará sempre un intervalo arredor do 
punto cero do eixe real, mostrado cunha liña grosa na figura. 

Entón 𝑖  volveu, de novo, poñer todo en orde e, se o desexamos, pode 
desaparecer discretamente. Podemos restrinxirnos a este intervalo real de 
números que foi determinado por el. Pero o matemático enmeigado non o 
deixará ir agora. Se pode facer todas estas cousas, realmente non pode dicir que 
non exista. 

Paga a pena explorar a teoría das funcións complexas, este «mundo creado da 
nada», que está moito máis ordenado ca o mundo real. 
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16. SEGREDOS DE OBRADOIRO 

Despois de recuperármonos dos efectos inmediatos da contemplación dunha 
obra mestra, é natural comezarmos a facer preguntas sobre cousas máis 
mundanas; gustaríanos saber como naceu a obra, cal foi a contribución específica 
do ser humano, incluso as minucias dos problemas do artista, a suor da fronte. 
En resumo, gustaríanos botar unha ollada ao seu obradoiro. 

Volvamos do noso mundo imaxinario e vexamos se podemos descubrir algúns 
dos segredos do obradoiro onde se traballan as matemáticas. Quero dicir o 
traballo diario polo miúdo, algo que realmente che quería aforrar, pero que non 
che podo ocultar de todo. O escritor que me inspirou este libro estaba realmente 
interesado en saber algo sobre as derivadas, e as derivadas, certamente, forman 
parte do instrumental técnico matemático. Aínda que non é un tema tan fas-
cinante coma o que levamos tratado, a súa importancia é grandísima; non hai 
obra mestra que non teña detalles menores. 

Levamos destacado desde o comezo que o concepto de función é a espiña 
dorsal de toda a matemática, e a súa curva asociada é a que nos dá unha imaxe 
da función. Pero, pola natureza das cousas, esta imaxe é imperfecta. Construímos 
a curva a partir de segmentos rectos e intentamos suavizala empregando cada vez 
máis e máis, pero os segmentos debuxados con lapis fúndense coa curva despois 
dos primeiros pasos do proceso de alisadura; un polígono con 16 lados non se 
pode distinguir dun círculo cando o debuxamos. Ninguén vai crer que sexa 
posible extraermos relacións serias sobre as nosas funcións a partir de imaxes tan 
ásperas. Necesitamos un instrumento de precisión que rexistre pequenas varia-
cións, por moi finas que sexan; un instrumento que poida seguir o 
comportamento dunha función con calquera grao de precisión que queiramos. 
A derivada é este instrumento de precisión. 

Imos comezar coa imaxe. 
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Cando intentabamos obter un debuxo da parábola, dixemos que ambas as 
súas ramas se volvían cada vez máis e máis empinadas. Pero como se pode falar 
da dirección dunha curva suave? Sabemos o que se entende pola dirección dunha 
liña recta, xa que podemos comprobar o seu ascenso en calquera dos seus puntos; 
podemos estar seguros: nunca se desviará dunha dirección, unha vez collida. Pero 
unha curva é curva xusto porque cambia de dirección. Se a collemos por un dos 
seus puntos, podemos preguntarlle: «Cal é a túa dirección exactamente aquí?».  

	

Pero a curva é suave e escápanos das mans sen dar unha resposta definitiva. 
Dalgunha maneira aínda temos a sensación de que a curva ten algún tipo de 
dirección concreta mesmo neste punto; non é só leria falar do empinada que é a 
parábola. 

Volvamos a cando a curva non era tan suave. Collamos un punto concreto 
nun debuxo da curva neste estado:  

	

no punto indicado aínda había un «cóbado». Aquí a curva non tiña aínda 
ningunha dirección definida, porque antes do punto a súa dirección era así:  

	

e despois do punto era así:  

	

E, polo tanto, no punto en si, a nosa curva tiña un cambio de dirección. Agora 
volvamos a película cara a diante, onde tomamos varios puntos intermedios:  
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Aquí o cóbado non é tan agudo: 

	

e as dúas direccións que nos atopamos no noso punto apenas difiren entre si. 
Non podemos ir moito máis aló debuxando, é dicir, non podemos seguir o 

que pasará coa curva cando coloquemos máis puntos intermedios, pero podemos 
imaxinar que o cóbado será máis e máis recto e a dirección antes do punto diferirá 
cada vez menos da dirección despois do punto. Pola dirección da curva no noso 
punto debemos entender a dirección común á que cada lado do cóbado se achega 
cada vez máis, mentres que o cóbado en si está máis e máis recto. 

Cando esteamos satisfeitos de que estas dúas direccións se aproximan á mesma 
dirección común, entón abondará tratar só un lado. 

Tomemos, por exemplo, os segmentos despois do noso punto. Podemos ver 
as súas direccións mellor se os facemos máis longos:  

	

Deste xeito obtemos diferentes secantes da curva unha tras outra. Mentres 
poñemos máis puntos, o punto máis próximo achégase máis e máis ao noso 
punto, e a cada paso serán menores as porcións de secante que caen dentro da 
curva. Podemos observar o que sucede claramente se substituímos a secante por 
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unha regra e seguimos xirando para fóra, asegurándonos de que un dos seus 
puntos estea permanentemente fixado sobre o noso punto:  

	

Haberá un momento en que o punto veciño coincida exactamente co noso 
punto, e a regra sairá da curva completamente. 

	

A secante xa se converteu en tanxente:  
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Intuímos que xusto neste momento capturamos a dirección á que se achega a 
parte superior do cóbado. Se nos aproximásemos á curva desde o exterior cunha 
regra nesa mesma dirección, alcanzaría a curva xusto no noso punto e,  

	

por un momento, «pegaríase» á curva; se se adhiren unha a outra, teñen a mesma 
dirección. Temos sorte de non ter que examinar esta dirección no pequenísimo 
espazo en que se xuntan; a recta conserva a memoria deste momento para sempre, 
a súa dirección segue sendo a mesma sempre. 

Agora sabemos que se debería entender por dirección dunha curva nun dos 
seus puntos: é a dirección da tanxente á curva trazada polo punto en cuestión. 
Esta pódese caracterizar completamente pola razón con que expresamos o au-
mento da pendente. Isto será a derivada. 

Xa atopamos a noción de tanxente antes. Atopámola cando obtivemos o 
resultado de xeito puramente alxébrico de que unha sección cónica pode ter 0, 1 
ou 2 puntos en común cunha liña recta, e dixemos que, se teñen só un punto en 
común, a recta toca á sección cónica. 

Isto é certo para as seccións cónicas, pero en xeral a propiedade decisiva dunha 
tanxente non é que a recta e a curva en cuestión teñan só un punto en común. 
Por exemplo, podemos ter unha curva cun cóbado:  

	

 A recta que pasa por el non se pode considerar tanxente, aínda que só teña un 
punto en común coa curva. É bastante obvio que esta recta non pode indicar a 
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dirección da curva. A curva non ten ningunha dirección determinable neste pun-
to, e a nosa recta nin sequera indica a dirección esquerda ou dereita da curva. 

Por outra banda, esta recta  

	

ten dous puntos en común coa curva, porén temos que considerala como unha 
tanxente no «primeiro punto», onde se pega á curva moi ben. 

 Poderiamos pensar que a propiedade decisiva sería que as tanxentes tocan e 
as secantes cruzan, pero incluso isto é incorrecto. 

Tomemos por exemplo a recta a continuación  

	

que corta a curva no mesmo momento en que se pega a ela. A pesar de cruzala, 
pégase moi ben á parte inferior e á superior e non hai razón para que non a 
consideremos tanxente. 

A única condición decisiva é que cheguemos á recta en cuestión no momento 
exacto en que as secantes por dous puntos veciños, que se aproximan indefini-
damente, abandonan a curva. Isto ocorre nos dous últimos casos e aconsélloche 
que o verifiques usando unha regra e xirando sobre un punto. 

En consecuencia, se queremos determinar a dirección dunha tanxente, en 
xeral non podemos esperar evitar un traballo detallado coas secantes cada vez 
máis próximas á tanxente. 

Por suposto, non hai que pensar que este uso de regras sexa un método exacto. 
Se necesitamos establecer algunha relación con toda seriedade relativa á dirección 
dunha curva, non se nos debería ocorrer vir cun resultado obtido polo mero xiro 
dunha regra. Non podemos esperar obter un instrumento de precisión a partir 
dos debuxos; só poderá ser a base de cálculos10. Empezamos por un exemplo 
concreto. Intentaremos seguir o comportamento da función dada pola ecuación  

𝑦 = 𝑥!.	

 
10 Quen non teña curiosidade por coñecer o cálculo diferencial e integral e tenda a aburrirse cos detalles 
enredados pode, excepcionalmente, omitir o resto deste capítulo e tamén o seguinte. 
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Xa sabemos que a súa imaxe é unha parábola. Tratemos de decidir con total 
exactitude cal é a dirección da súa tanxente no punto cuxa coordenada 𝑥 é 1. 

Neste punto a ordenada 𝑦 é  

𝑦 = 1! = 1	

para que a nosa parábola pase polo punto (1, 1). Buscamos a dirección da 
tanxente debuxada no punto (1, 1). 

A imaxe ou gráfica da curva é unha vella amiga: 

	

Sabemos que facer: debemos escoller os puntos da curva que están 
progresivamente máis e máis próximos ao punto (1, 1). Temos que debuxar 
secantes a través destes puntos e o punto (1, 1) e determinar as direccións destas 
secantes, por exemplo en forma de cocientes, como expresabamos o gradiente 
dunha vía de tren. Entón, debemos descubrir a que dirección se aproximan estas 
direccións mentres as secantes se achegan ao momento en que abandonan a curva. 

Elixiremos os puntos veciños do seguinte xeito: primeiro iremos á dereita do 
punto (1, 1) por unha unidade, logo por só unha décima de unidade, despois por 
unha centésima, por unha milésima etc. Así, as coordenadas 𝑥  dos puntos 
veciños serán as seguintes:  

1	+	1	=	2;	1,1;	1,01;	1,001…	

Necesitaremos tamén calcular as coordenadas 𝑦 destes puntos e, como 𝑦 =
𝑥%, haberá que elevalos ao cadrado. Isto será moi sinxelo, xa que é claro quen é 
22 e quizais aínda recordemos a segunda fila do triángulo de Pascal (ademais dos 
ceros e puntos decimais que interveñen, aínda que en realidade tamén os vimos 
antes):  

1,12	=	1,21;	1,012	=	1,0201;	1,0012	=	1,002001…	

x

1
(1, 1)

10

y
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Só hai unha cousa que dicir antes de poder seguir adiante, para non estar 
preocupados polos pequenos detalles durante consideracións máis importantes. 
Levamos feito unha chea de simplificacións, polo que agora sabemos que pode-
mos dividir o numerador e o denominador dunha fracción por un mesmo 
número. 

Se, por exemplo, simplificamos por 2 do seguinte xeito:  
6
8 =

3
4, 

e tamén podemos ter, ao revés:  
3
4 =

6
8.	

Polo tanto, tamén podemos multiplicar o numerador e o denominador por 
2, ou por calquera outro número. A forma da fracción convértese así en algo 
menos sinxela, pero podemos facer bo uso deste novo coñecemento se hai deci-
mais na fracción, por exemplo, se nos atopamos cun tipo de división desa-
gradable como  

0,21
0,1 .	

Sabemos, por suposto, que, para multiplicar un decimal por 10, só 
necesitamos mover a coma decimal un lugar á dereita; non é necesario escribir 
ceros diante de números enteiros, multiplicando o numerador e o denominador 
aquí por 10 obtemos  

0, 2c⃗ 1
0, 1c⃗

=
2,1
1 = 2,1.	

Do mesmo xeito, a fracción  
0,0201
0,01 	

convértese en 
0,020cccc⃗ 1
0, 01cccc⃗

=
2,01
1 = 2,01	

se multiplicamos o numerador e o denominador por 100, e así sucesivamente. 
Agora estamos preparados para comezar. O primeiro número veciño ten 2 

como coordenada 𝑥, e a súa coordenada 𝑦 é 22 = 4. 
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Debuxemos a primeira secante polos puntos (1, 1) e (2,4).  

	

Agora temos que determinar a dirección desta secante. Está claro que 
avanzamos unha unidade cara á dereita desde o punto (1, 1), polo que esta é a 
diferenza entre as coordenadas 𝑥. Avanzamos 3 unidades cara a arriba, xa que é 
a cantidade que a coordenada 𝑦 do segundo punto supera o noso punto. Esta é 
a diferenza entre as coordenadas 𝑦. Pódese ver no diagrama, en trazo groso:  

	

así a pendente da primeira secante mídese por 3:1, é dicir, 
3
1 = 3 = 2 + 1.	

(Hai unha boa razón para escribilo así). 
Agora pasamos ao seguinte punto veciño. Aquí 𝑥 = 1,1, e xa calculamos que 

𝑦 = 1,1! = 1,21 , entón agora estamos a tratar co punto (1,1; 1,21). Se 
intentamos debuxar unha secante a través deste punto e do noso punto (o ascenso 

x

1

(1, 1)

(2, 4)

1 2

4

0

y

x
1

1
(1, 1)

(2, 4)

1 2

3

3:1

0

y
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é indicado de novo por medio de liñas grosas), as partes da figura son ben 
pequenas, case se confunden:  

	

Miremos cunha lupa a parte relevante do debuxo:  

	

ata onde nos movemos á dereita? Por 0,1, xa que esta é a diferenza entre as 
coordenadas 𝑥. Canto subiu por riba do noso punto a coordenada 𝑦 do segundo 
punto? Tanto coma a diferenza entre as dúas coordenadas 𝑦, é dicir,  

1,21 − 1 = 0,21	

unidades. Polo tanto, a segunda secante ten unha pendente que se mide por  
0,21:	0,1,	

é dicir,  
0,21
0,1 ,	



II. A FORMA CREADORA 

218 

que, como vimos, é o mesmo que  

2,1 = 2 +
1
10.	

Se seguimos ata o seguinte punto veciño, para o que 𝑥 = 0,01 e, como xa 
vimos, 𝑦 = 1,01! = 1,0201, necesitariamos unha lupa moito máis potente. Pero 
quizais agora podemos prescindir do debuxo, dado que, como xa notamos, 
sempre temos que dividir a diferenza das coordenadas 𝑦  pola diferenza das 
coordenadas 𝑥. As coordenadas 𝑥 neste punto e noso punto orixinal difiren por  

1,0201 − 1 = 0,0201,	

e as coordenadas 𝑥 destes puntos diferéncianse en  

1,01 − 1 = 0,01,	

polo que a pendente da terceira secante vén dada por 

0,0201:	0,01,	
é dicir, 

0,0201
0,01 ,	

o que xa vimos que é igual a  

2,01 = 2 +
1
100.	

Podemos seguir así, e resultará que os cocientes entre as diferenzas 𝑦 e as 
diferenzas 𝑥  (para abreviar, «cocientes de diferenzas») das secantes, cando se 
achegan máis e máis ao punto de partida da curva, teñen os valores 

2 +
1
10 , 2 +

1
100 , 2 +

1
1000 , 2 +

1
10000 , 2…		

respectivamente. 
Sabemos que a sucesión 

1
10 ,

1
100 ,

1
1000 ,

1
10000…		

converxe a cero coa precisión do «exemplo do chocolate». O número ao que se 
aproximan cada vez as pendentes anteriores é exactamente 

2,	
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co cen por cento de precisión. Cando a secante xusto abandona a curva, 
convértese na tanxente, de modo que a pendente da tanxente á parábola trazada 
polo seu punto (1, 1) é 2, é dicir, %

&
. 

Con base nisto podemos debuxar a tanxente:  

	

e, se construímos a parábola preto dela coa axuda duns cantos valores 
intermedios, teremos a sensación definitiva de que esta liña recta toca a parábola:  

	

Parece que, mentres debuxabamos as nosas imaxes, un método 
completamente preciso para calcular a dirección da tanxente caeu nas nosas mans 
como subproduto; temos que escoller outro punto na curva na veciñanza do noso 
punto, despois temos que dividir a diferenza das coordenadas 𝑦 destes puntos 
entre a diferenza das coordenadas 𝑥  correspondentes e descubrir a que se 
aproximan os cocientes así obtidos, a medida que o punto veciño se achega ao 
noso punto. 

x0

2

(1,1)

y

x0

y
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Chamámoslle derivada ao número ao que tenden estes cocientes. A 
diferenciación é, polo tanto, o que dixen que sería: un proceso preciso para 
determinar as tanxentes dunha curva lisa, así como para examinar o 
comportamento de toda a curva. 

O procedemento tamén se pode aplicar noutros puntos; se a curva é suave, 
terá unha dirección definida en cada un dos seus puntos. No punto (2, 4) temos 
a sensación de que a parábola é máis empinada e se calculamos os cocientes de 
diferenza correspondentes aos puntos  

x = 2 + 1; 	2,1; 	2,01; 2,001…	
obtemos  

4 +
1
10 , 4 +

1
100 , 4 +

1
1000 , 4 +

1
10000 , 4…		

respectivamente, e 4 é o número, con precisión absoluta, ao que se aproximan 
cada vez máis. Polo tanto, a pendente da tanxente no punto (2, 4) é 4 = 	 $

&
, e isto, 

de feito, non é máis que a pendente da tanxente debuxada no punto (1, 1), que 
era 4 = 	 $

&
. 

Pode mostrarse do mesmo xeito que a pendente da tanxente correspondente 
ao punto 𝑥 = 3 é 6, a pendente da tanxente correspondente ao punto 𝑥 = 4 é 8; 
en xeral o valor da pendente en cada punto da parábola é o dobre do valor da 
coordenada 𝑥 do punto en cuestión. Isto exprésase dicindo que a derivada da 
función 

𝑦 = 𝑥!		

para calquera valor arbitrario de 𝑥 é  

2𝑥. 

Iso dános a pista do comportamento de toda a parábola. 
Para comezarmos con algo concreto, observamos, a partir da ecuación da 

función, que a curva pasa polo punto cero, xa que se 𝑥 = 0, entón 𝑦 = 0% = 0. 
O resto da información é proporcionada pola derivada. 

Sexa 𝑥, por exemplo, un número negativo. O seu dobre, 2𝑥, é igualmente 
negativo, de modo que a pendente da tanxente é negativa; nun punto coma este 
a tanxente cae cara a abaixo xunta coa curva que se aferra a ela. Se, por outra 
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banda, 𝑥 é positivo, entón o seu dobre é igualmente positivo e a curva sobe cara 
a arriba nese punto. Se 𝑥 = 0, entón o seu dobre 2𝑥 é tamén 0, de modo que no 
punto cero a pendente da súa tanxente é cero. Por suposto, a pendente cero non 
é unha pendente, é dicir, é un camiño horizontal; o camiño aquí é o propio eixe 
𝑥. A medida que o valor absoluto de 𝑥 aumenta, o seu dobre aumenta cada vez 
máis e con el a pendente da tanxente. 

Para resumir, obtemos a seguinte imaxe da curva: á esquerda do punto cero a 
pendente cae, no punto cero convértese en horizontal por un momento e aférrase 
ao eixe 𝑥 e de aquí en diante vai subindo. Resulta que o seu punto máis baixo 
está no punto cero. A medida que nos afastamos do punto cero, xa sexa á dereita 
ou á esquerda, os dous lados da curva terán maior pendente. Por suposto que xa 
sabemos todo isto sobre a parábola, pero no caso dunha función menos coñecida 
a derivada proporcionaríanos esta información. 

O coñecemento da derivada pode aumentar a exactitude dos nosos 
coñecementos existentes sobre a parábola. Vimos cando debuxamos as primeiras 
gráficas que a imaxe da función de multiplicación 

𝑦 = 2𝑥		

era unha recta (era de esperar, xa que é lineal); polo tanto, esta función aumenta 
a un ritmo par. De aí resulta que a pendente de cada lado da parábola aumenta, 
non de xeito caprichoso ou con maior intensidade, senón que é bastante gradual. 

Pode ocorrer que a parábola cambie do seu lugar habitual 

	

a algunhas outras posicións, por exemplo a posicións coma estas: 

x0

y
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e entón tórnase un problema para decidir onde pode estar o punto máis baixo 
ou o máis alto. A derivada dá unha resposta inmediata a esta pregunta, xa que a 
tanxente da parábola aínda será horizontal nestes puntos. 

A busca de tales puntos máis baixos ou máis altos, ou, na linguaxe da teoría 
de funcións, a determinación dos máximos e os mínimos de funcións, pode ter 
un gran número de aplicacións prácticas. 

Por exemplo, se queremos facer unha caixa dun anaco de material cadrado 
cortando pequenos cadrados dos catro cantos e dobrando as pezas restantes cara 
a arriba,  

	

xorde a pregunta de que tamaño debemos cortar para obter unha caixa de volume 
máximo. Non sabemos a lonxitude do lado do pequeno cadrado, así que imos 
chamarlle 𝑥. É bastante fácil determinar de que xeito o volume da caixa depende 
da elección de 𝑥. É obvio que se 𝑥 é pequeno, é dicir, se cortamos un pouco, 
conseguiremos unha caixa baixa e ancha; se cortamos os cadrados máis grandes, 
entón obteremos unha base máis pequena e a caixa será máis alta pero máis 
estreita. 

Polo tanto, non debemos facer que 𝑥 sexa demasiado pequeno nin demasiado 
grande, o valor correcto debe situarse entre os dous. A derivada establece con 
perfecta precisión que obteremos unha caixa de volume máximo se o lado do 
pequeno cadrado é exactamente a sexta parte do lado do cadrado grande. 

x0

y

x0

y
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Grazas á derivada, tamén podemos coñecer o punto máis alto da traxectoria 
dun proxectil; por exemplo, a dunha pedra que lanzamos. As aplicacións son 
demasiado numerosas para ser contadas. 

Vexamos unha función menos familiar que a parábola. Exactamente do 
mesmo xeito, examinando os cocientes de diferenza, pódese establecer que a 
función dada pola ecuación 

𝑦 = 𝑥"		

ten unha tanxente en cada punto cuxa pendente é exactamente 3 veces o cadrado 
da coordenada 𝑥 do punto, é dicir, a derivada da función é 

3𝑥!.	

Que información podemos sacar disto?  
Para ter un punto de partida concreto, observamos a partir da ecuación da 

propia función que 
se	𝑥 = 0,	entón	𝑦 = 0" = 0,		

e, así, a curva pasa polo punto cero. 
Vexamos agora que nos di a derivada. 
O primeiro que nos chama a atención é que 𝑥 aparece ao cadrado (a súa 

propia imaxe é unha parábola). Deste xeito, podemos sacar dúas conclusións: 
unha é que no caso da curva 𝑦 = 𝑥( non pode haber dúbida dun crecemento 
uniforme da súa pendente; esta pendente faise cada vez máis elevada a medida 
que nos afastamos do punto cero.  

A outra conclusión é que, se estamos mirando unha coordenada 𝑥 positiva ou 
negativa, 𝑥% sempre vai ser positiva, de xeito que a tanxente e, con ela, a curva 
deben ser unha curva ascendente tanto á esquerda como á dereita do punto cero. 
Como a curva pasa polo punto cero, o único xeito en que pode ser un ascendente 
antes do punto cero é permanecer baixo cero, por baixo do eixe 𝑥. Despois do 
punto cero, a curva sobe por enriba desta altura, polo que debe cortar o eixe 𝑥 
no punto cero. Pero 

se	𝑥 = 0,	entón	3𝑥! = 3 × 0! = 3 × 0 = 0,	

así que a pendente da tanxente no punto cero é ela mesma cero, e a tanxente aquí 
debe ser horizontal. A liña horizontal que pasa polo punto cero é, por suposto, 
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de novo o eixe 𝑥. Polo tanto, o eixe 𝑥 toca a curva e ao mesmo tempo córtase no 
punto cero. Aproximándose a este punto desde a esquerda a pendente faise máis 
suave, ten un momento de descanso no punto real, e logo reúne unha forza fresca 
e comeza a subir, e tórnase moi empinada. 

Baseándose no anterior, a imaxe que formamos da curva é algo así:  

	

Agora imos representar a gráfica da función  

𝑦 = 𝑥".		

Se 𝑥 = 0, entón 𝑦 = 0( = 0. 
Se 𝑥 = 1, entón 𝑦 = 1( = 0. 
Se 𝑥 = 2, entón 𝑦 = 2( = 0. 
Se 𝑥 = −1, entón 𝑦 = (−1)( = 1. 
Se 𝑥 = −2, entón 𝑦 = (−2)( = 8. 

E, tomando algúns valores intermedios:  

Se 𝑥 = &
%
, entón y= ;&

%
<
(
= &

%
× &

%
× &

%
= &

"
. 

Se 𝑥 = − &
%
, entón 𝑦 = ;− &

%
<
(
= ;− &

%
< × ;− &

%
< × ;− &

%
< = − &

"
. 

Se 𝑥 = &
)
, entón 𝑦 = ;&

)
<
(
= &

)
× &

)
× &

)
= &

')
. 
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Para a representación de &
')

, un punto co lapis resultaría demasiado alto; 
mirando o noso debuxo parece que a curva aínda se agarra ao eixe 𝑥 neste punto 
(un exame máis detallado da derivada podería predicir esta forma de agarrarse 
máis forte). Vimos que nos puntos  

0,
1
2
, 1, 2	

temos que medir  

0,
1
8 , 1, 8	

unidades cara a arriba, e nos puntos  

−
1
2
, −1,−2	

debemos medir  

−
1
8 ,−1,−8

	

unidades cara a abaixo: 

	

x
1

1
2-1 1 2

-2 -1

8

-8

0

y

1
2
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Esta é, de feito, a imaxe que predixo a derivada. Tampouco pode haber 
ningunha variación anormal nos puntos intermedios, xa que a derivada tamén 
as prevería. Non fai falta dicir que non só predí a imaxe aproximada, senón que 
determina a dirección da curva con absoluta precisión en cada un dos seus puntos. 

Non é de estrañar que os matemáticos tomasen a molestia de determinar os 
coeficientes diferenciais de todas as funcións que son susceptibles de atoparse e 
que traballasen tanto con eles que os saben de memoria. 

Sempre que un físico vai buscar unha función ao seu almacén matemático, 
atopará sempre con ela, como unha das instrucións máis importantes para o uso, 
a derivada da función, proporcionada con todo o coidado por matemáticos. 
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17. MOITOS PEQUENOS FAN UN GRANDE  

Calquera, a base de facer multiplicacións, acaba por aprender de memoria as 
táboas; mesmo que aparezan en forma inversa, recoñecerá inmediatamente o 5 
como o número que, multiplicado por 4, dará 20. Quen traballa en matemáticas 
coñece de memoria as derivadas de todas as funcións e sabe recoñecelas cando as 
ve. Se alguén nos mencionase a función 2𝑥, deberiamos sentir que é algo familiar. 
Onde o atopamos? Por suposto, foi a derivada da función 𝑥!. Así tamén aquí 
podemos falar da inversión dunha operación. 

Se temos unha función, poderiamos preguntar se hai outra función da que a 
nosa é a derivada e, se hai unha, cal é? Se a hai, chámase integral; por exemplo, a 
integral de 2𝑥 é a función 𝑥!. Tamén hai trucos que facilitan o descubrimento 
da función que estamos a buscar, do mesmo xeito que no caso das ecuacións, se 
non se recoñece unha función inmediatamente como unha derivada. Toma, por 
exemplo, 𝑥! como a nosa función dada. Isto pode lembrar, en certa medida, a 
función 3𝑥! , que sabemos que é a derivada da función 𝑦 = 𝑥' . O noso 𝑥! , 
calquera que sexa 𝑥, é só un terzo de 3𝑥!. Quizais sexa a derivada dun terzo de 
𝑦 = 𝑥', é dicir, da función  

𝑦 =
𝑥"

3 .	

É bastante fácil demostrar que este é realmente o caso. 
Na maioría dos casos, desgraciadamente, os trucos son inútiles. Necesítanse 

métodos máis xerais. E, por riba, o método de adiviñación anterior ten unha eiva: 
a derivada non nos di que, por exemplo, a curva da función 𝑦 = 𝑥' pasa polo 
punto 0. Tivemos que ler isto da ecuación da propia función nese instante. 
Como podemos imaxinar, entón, que a derivada é abondo para a determinación 
completa da curva? De feito non o é, como podemos ver inmediatamente. 
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Despracemos a nosa parábola unha unidade cara a arriba:  

	

É obvio que a forma da curva non está afectada por un mero cambio. A súa 
inclinación é a mesma en todos os seus puntos, polo que a derivada segue o 
mesmo. Por outra banda, a ecuación da curva debe alterarse, xa que a coordenada 
𝑦 de cada punto converteuse nunha unidade máis ca antes. Polo tanto, calquera 
𝑦 que fose anteriormente 𝑥! agora converteuse en 𝑥! + 1, polo que a ecuación 
da parábola desprazada é  

𝑦 = 𝑥! + 1.	

Desde a variación da dirección só, é dicir, a partir da derivada, non é posible 
saber se nos referimos a esta función ou a outra, ou a calquera das innumerables 
parábolas que poderiamos obter ao mover a parábola orixinal cara a arriba e cara 
a abaixo. Neste sentido, o noso problema permanece indeterminado. 

Se, por outra banda, damos un único punto da curva requirida, entón o 
problema vólvese determinado. Se, por exemplo, dicimos que como «valor 
inicial» queremos que a curva pase polo punto cero, a partir da nosa derivada só 
podemos obter a nosa parábola orixinal. Isto aclararase no que segue. 

Vemos o método xeral usando a parábola. Supón que non recoñecemos a 
integral da función 2𝑥. Intentamos determinar unha curva da que todo o que 
sabemos é que pasa polo punto 0 e que a inclinación da súa tanxente en calquera 
punto é 2. 

Empezamos cun debuxo, aínda que aquí o noso obxectivo final será atopar 
un método exacto. 

Para comezar, imos subdividir o eixe 𝑥 en intervalos unitarios e nos puntos 
de subdivisión debuxamos liñas verticais para as coordenadas 𝑦, descoñecidas. 

x0

y
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Só no punto cero sabemos que 𝑦 tamén é cero. 
Comecemos por debuxar a curva aquí, só aproximadamente, por suposto. 
A idea básica detrás do debuxo debe ser que a tanxente se cingue á curva, de 

tal xeito que, por unha «curta distancia» desde o punto de contacto, poida usarse 
como un substituto razoable para a curva. Supoñeremos que esa «distancia curta» 
é a distancia entre dúas verticais consecutivas no noso debuxo. Ao comezo debu-
xamos a tanxente correspondente ao punto 0 e podemos supoñer que esta tan-
xente representará a nosa curva ata +1, á dereita, e ata −1, á esquerda. Estes dous 
puntos pódense considerar como os puntos da curva correspondentes a 𝑥 = +1 
e 𝑥 = −1, respectivamente, e desde eles podemos debuxar as tanxentes corres-
pondentes ás seguintes liñas verticais. Deste xeito, os puntos que obtemos poden 
considerarse como os puntos da curva correspondentes a 𝑥 = +2 ou 𝑥 = −2, 
respectivamente. Entón podemos debuxar as tanxentes nestes puntos ata as liñas 
verticais seguintes e así sucesivamente. As tanxentes deben, por suposto, ser 
debuxadas segundo a pendente dada. No punto 0, será  

2𝑥 = 2 × 0 = 0;	

no punto 𝑥 = 1,  
2𝑥 = 2 × 1 = 2,	

e, como sabemos, a función produto 2𝑥  aumenta uniformemente en puntos 
sucesivos despois de 𝑥 = 1, e as pendentes serán 4, 6, 8…; de xeito similar, de 0 
cara á esquerda serán 0,−2, −4, −6… En consecuencia, a pendente da tanxente 
nos puntos  

0,	1,	2,	−1,	−2			
será, respectivamente,  

0,	2,	4,	−2,	−4	.		

x0 +1 +2 +3 +4-4 -3 -2 -1

y
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Por suposto, sabemos que unha inclinación de 2, é dicir, de !
&
, significa que, 

se avanzamos unha unidade á dereita, subimos 2 unidades e que unha inclinación 
de −2 quere dicir que, se imos unha unidade á esquerda, aumentamos en 2 uni-
dades. Así, por exemplo, medimos a mesma cantidade cara a arriba nos puntos 
𝑥 = +1 e 𝑥 = −1, e resulta que o debuxo é simétrico. Basta debuxar con pre-
cisión o lado dereito do debuxo, xa que podemos copialo no lado esquerdo. 

Xa podemos comezar a debuxar. No punto 0, o valor 0 da pendente indícanos 
que unha inclinación cero significa un camiño horizontal; avanzamos horizontal-
mente cara ao punto 1, logo avanzamos desde alí cunha inclinación de 2 = !

&
 ata 

a seguinte vertical, desde aquí o noso camiño terá unha inclinación de 4 = $
&
 ata 

o seguinte punto etc.:  

	

Obtemos unha figura algo áspera da parábola.  
Comprobarase a exactitude do noso resultado por cálculo. Limitámonos ao 

punto 𝑥 = 3 e calculamos a coordenada 𝑦 da curva 𝑦 = 𝑥! neste punto. 

Se 𝑥 = 3, entón 𝑦 = 3% = 9. 

Por suposto, suponse que aínda non sabemos que se trata da función 𝑦 = 𝑥%, 
pero como o sabemos en segredo, podemos usalo como a nosa medida. Veremos 
en que grao a nosa curva ten unha coordenada 𝑦 diferente de 9 en 𝑥 = 3. 

Vemos no noso debuxo que alcanzamos a coordenada 𝑦 en cuestión ao pasar 
do punto cero e engadimos todos os aumentos entre as liñas verticais, de modo 
que para nós 

𝑦 = 0 + 2 + 4 = 6 = 9 − 𝟑,	
e 3 é unha diferenza grande.  

x0 +1
1

1

2

4

+3-3 -2 -1

y
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Tomemos máis puntos de subdivisión debuxando liñas verticais a intervalos 
&
!
 da unidade:  

	

 A pendente da tanxente no punto 0 segue sendo cero (é horizontal). No punto 
𝑥 = &

!
 

2𝑥 = 2 × %
!
= 1.	

 E, en intervalos iguais, a inclinación aumenta uniformemente, de xeito que 
sempre será 1 máis nos puntos sucesivos da subdivisión. 

A pendente da tanxente nos puntos 

0
1
2 	1		 1,5 	2		 2,5 −

1
2 −1 −1,5 −2 −2,5	

será respectivamente  

0 1 2	 			3		 4	 	5 				−1 −2	 −3		 −4 −5.	

Hai só unha cousa coa que debemos ter coidado antes de comezar co debuxo. 
No punto 0, a inclinación é 0 e desde aquí hai que avanzar horizontalmente ata 
o punto 1

2
. Pero no punto 1

2
, a inclinación é 1, é dicir, 1

1
, polo que desde aquí 

deberiamos ir 1 unidade á dereita e 1 unidade arriba. Pero agora non debuxamos 
as nosas liñas verticais cada 12	unidade coa idea de proceder por unidades com-
pletas cara á dereita coma antes. Debemos entender que, se unha liña de ferro-
carril ten unha pendente 1

1
, despois de andarmos un metro por unha traxectoria 
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horizontal, a liña aumentaría 1 metro e que, se percorremos 12 metro, a liña 

subiría 12 metro: 

	

Do mesmo xeito, se a vía ten unha inclinación de 2 = 21, e se en vez de 1 

camiñamos 12  metro cara á dereita pola horizontal, entón non aumentará 2 
metros senón 1 metro. 

	

Polo tanto, se avanzamos en 12  unidades, debemos subir 12  das pendentes 
calculadas como representativas dos aumentos reais. Por exemplo, a partir de 0 
e movéndose cara á dereita, nos puntos  

0
1
2 	1		 1,5 	2		 2,5	

non subimos 

0 1 2		 	3				 4		 5	,	

senón 

0	
1
2 × 1 =

1
2	 	

1
2 × 2 = 1		

1
2 × 3 = 1,5	 	

1
2 × 4 = 2			

1
2 × 5 = 2,5.	

11
2

11
2

1

1
2

2

1
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Agora xa podemos preparar o noso debuxo. 

	

Parece que isto se vai suavizando cara a unha parábola; só exaxera a atracción 
do eixe 𝑥. 

Volvamos calcular a coordenada 𝑦 correspondente ao punto 𝑥 = 3.  
Esta vez non iremos engadindo as pendentes, senón a metade destas 

pendentes e, mellor que escribirmos os resultados dos cálculos  

0
1
2 	1		 1,5 	2		 2,5,	

faremos coma antes, mostraremos as operacións 

1
2 × 0

1
2 × 1 	

1
2 × 2		

1
2 × 3 	

1
2 × 4		

1
2 × 5,

	

e así teremos 
𝑦 = 1

2 × 0 +
1
2 × 1 +

1
2 × 2 +

1
2 × 3 +

1
2 × 4 +

1
2 × 5.
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Xa que &
!
 × 0 = 0, podémolo omitir. En vez de dividirmos cada termo por 2 e 

despois sumarmos, é máis sinxelo sumarmos os termos primeiro e despois 
dividirmos por 2 o resultado:  

𝑦 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5) ×
1
2
	

Deste xeito só necesitamos sumar os números enteiros entre parénteses. Pero 
estes pódense sumar co método da miña estudante Susana. Podemos coller o seu 
«medio», é dicir, 3, multiplicámolo por 5, isto é 15; agora hai que multiplicar 
por &

%
, o que dá &,

%
. Se sumamos 3 máis a 15, obteriamos 18, que é divisible por 

9, de modo que finalmente temos  

𝑦 =
15
2 =

18
2 −

3
2 = 9 −

3
2.	

A coordenada 𝑦 correspondente da curva anterior difería de 9 en 3; esta só 
difire en (

%
. 

Mentres a nosa liña curva se suaviza gradualmente (o proceso só pode dar 
resultados aproximados debido ás ferramentas imperfectas empregadas), obte-
mos como subproduto un procedemento xeral de cálculo, que se pode perfec-
cionar indefinidamente, para determinar a coordenada 𝑦  correspondente ao 
punto 𝑥 = 3. Debe ser obvio que, se nos movemos en subdivisións &

$
 dunha 

unidade, a pendente no punto 0 segue sendo 0; no punto 𝑥 = &
$
, 

2𝑥 = 2 ×
1
4 , ou, simplificando,

1
2,	

e, así, a pendente aumentará sempre &
!
	en cada intervalo sucesivo; a pendente da 

tanxente, partindo do punto 0, nos puntos  

0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2 2,25 2,5 2,75	

será, respectivamente, 

0	 0,5	 1		 1,5		 2		 2,5			 	3	 3,5 	4		 4,5 		5	 		5,5.	

Neste caso, queremos avanzar cara á dereita en &
$
 de unidade, de xeito que só 

un cuarto destas cifras será o aumento real nos puntos correspondentes, porque 
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se camiñamos só un cuarto da distancia horizontalmente nunha liña ferroviaria 
inclinada, entón a liña ferroviaria só aumenta un cuarto da cantidade total. Tere-
mos que sumar todos estes cuartos de unidade ata chegar ao punto 𝑥 = 3, é dicir, 

		𝑦 =
1
4 × 0 +

1
4 ×

1
2 +

1
4 ×

2
2 +

1
4 ×

3
2 +

1
4 ×

4
2 +

1
4 ×

5
2 +

1
4 ×

6
2 

																																		+
1
4 ×

7
2 +

1
4 ×

8
2 +

1
4 ×

9
2 +

1
4 ×

10
2 +

1
4 ×

11
2 . 

Como &
)
 × 0 = 0, podémolo deixa fóra. 

Aquí cada termo debe tomarse &
$
 veces, noutras palabras, debemos dividir por 

4. Á parte disto, o denominador de cada fracción indica unha división adicional 
por 2. Sabemos que, se dividimos algo entre 4 e logo entre 2, obtemos a mesma 
cantidade que se dividísemos de golpe por 4 × 2 = 8. Por outra banda, os termos 
que se dividirán pódense sumar antes e dividir o resultado por 8. Polo tanto, 
temos 

𝑦 = (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 + 11) ×
1
8 .
	

Con tantos termos, realmente é unha sorte contar co «método de Susana». Só 
precisamos coller o termo do medio, é dicir, 6, multiplicalo por 11, que dá 66; 
pero temos que dividir por 8, que será %%

/
. Poderiamos sumarlle 6 a 66 para 

obtermos 72, que é un número divisible por 9, para que finalmente  

𝑦 =
66
8 =

72
8 −

6
8 = 9 −

6
8,	

pero %
/
 pode simplificarse dividindo por 2, para que  

𝑦 = 9 −
3
4.

 

Neste refinamento, a 9 só lle faltan (
)
. 

Este resultado obtivémolo sen facermos ningún debuxo, se ben pensando en 
cada instante que teriamos que facer se fixésemos o debuxo. 

Naturalmente, podemos continuar o proceso sen sequera pensar en ningún 
debuxo. O seguinte paso sería a subdivisión da distancia entre 0 e 3 en oitavos 
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de unidade. Nos puntos sucesivos da subdivisión, a pendente aumentaría en 
pasos de tamaño 

2𝑥 = 2 ×
1
8,	

polo que nestes puntos as pendentes serían  

0,
1
4 ,
2
4 ,
3
4 ,
4
4 ,
5
4…	

Teriamos que multiplicar estes números pola lonxitude &
/
 dos intervalos e 

despois deberiamos sumar estes números ata o punto 𝑥 = 3. O resultado sería  

𝑦 = 9 −
3
8. 

É fácil ver que este proceso pode ser continuado indefinidamente. 
A sucesión  

3,
3
2 ,
3
4 ,
3
8 ,

3
16…	

converxe a 0 (se dividimos tres tortas entre máis e máis persoas, cada unha obtería 
unha cantidade cada vez máis insignificante), polo que 9 é o número, sen 
decimais, ao que se aproximan as ordenadas 𝑦 correspondentes a 𝑥 = 3 nas nosas 
curvas, mentres se suavizan cada vez máis; 9, doutra forma, 3#, é dicir, o valor de 
𝑦 = 𝑥! no punto 𝑥 = 3. 

Pódese probar do mesmo xeito que as ordenadas 𝑦 das nosas curvas en 𝑥 = 1 
converxen a 1 = 12; en 𝑥 = 2, a 4 = 22; en 𝑥 = 4, a 16 = 42; en xeral, en calquera 
punto as ordenadas de 𝑦 converxen ao cadrado da coordenada 𝑥 en cuestión, é 
dicir, a 𝑥 2, de modo que as nosas liñas curvas finalmente se suavizarán na 
parábola 

𝑦 = 𝑥!	.	

Ou, na linguaxe das funcións: con só coñecer un valor inicial, é posible 
reconstruír desde el a función  

𝑥!,	

é dicir, a función da cal 2𝑥 é a derivada. 
Durante os nosos traballos atopamos o método exacto para facelo. O eixe 𝑥 

debe ser subdividido en intervalos desde o punto inicial ata o punto que quere-
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mos examinar (no noso caso de 0 a 3), en cada paso hai que multiplicar a lonxi-
tude do intervalo polo valor da función no punto de subdivisión e hai que sumar 
todos estes produtos. Deste xeito obtemos sumas integrais aproximadas. Se toma-
mos os puntos de subdivisión máis e máis densamente sobre o intervalo en 
cuestión, estas sumas converxen ao valor da integral no punto examinado. É 
certo que, en xeral, se trata dun proceso tedioso. Pero, como xa vimos, as opera-
cións inversas tenden a ser operacións desagradables. 

De feito, é posible representar as cantidades aproximadas mediante áreas. 
Cada termo de cada suma aproximada é un produto: multiplicamos a lonxitude 
do intervalo polo valor da función nalgún punto. Pero sabemos que podemos 
representar un produto mediante a área dun rectángulo cuxos lados adxacentes 
son as lonxitudes dos dous factores. Deste xeito, cada termo da suma aproximada 
dános un rectángulo e podemos representar a suma total simplemente colocando 
todos estes rectángulos un a carón do outro. 

Vexamos. A nosa primeira suma foi  

0 + 2 + 4,	

na que non podemos ver os produtos, xa que neste caso a lonxitude dos intervalos 
eran unha unidade; así que escribamos a nosa suma do seguinte xeito:  

1 × 0 + 1 × 2 + 1 × 4.	

Agora podemos representala:  

	
x0

y

{
2

1 1 1

4

3
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(1 × 0 pode considerarse como un rectángulo que vai de 0 a 1 e de altura 0; isto, 
por suposto, só é un segmento). 

A nosa segunda suma aproximada foi a seguinte: 

%
!
× 0 + %

!
× 1 + %

!
× 4 + %

!
× 5,	

e a súa imaxe será:  

	

A nosa terceira suma aproximada tiña 12 termos:  

										
1
4 × 0 +

1
4 ×

1
2 +

1
4 ×

2
2 +

1
4 ×

3
2 +

1
4 ×

4
2 +

1
4 ×

5
2 +

1
4 ×

6
2 +

1
4 ×

7
2 +

1
4 ×

8
2		

																																																																																															+
1
4 ×

9
2 +

1
4 ×

10
2 +

1
4 ×

11
2 	.	

Isto pódese representar facilmente con cuartos de unidade.  
Como non hai espazo para escribir todos os números, teremos que conformarnos 
co debuxo:  

x0

y

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

{
1

2

4
5

3

3
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Como se pode ver, estas «escaleiras» aproxímanse cada vez máis á área dun 
triángulo rectángulo. Estou pensando no triángulo que está por debaixo da liña 
punteada en todas as figuras. 

Quizais notaches que esta liña recta é a mesma en todas as figuras. Desde a 
primeira figura podemos ler facilmente que a súa pendente é 2:1 e podemos 
comprobar nas outras figuras que é a mesma en todas. Hai pouco tempo 
recomendeiche que sería bo que soubeses recoñecela. A recta que pasa polo punto 
0 e cuxa pendente é 2:1 é a recta de ecuación 

𝑦 = 2𝑥.	

Pero esta non é outra que a función que nos dan! Esta recta é a imaxe exacta 
da nosa función. Polo tanto, as cantidades aproximadas están cada vez máis preto 
da área situada debaixo da imaxe da curva. Mágoa que non o soubésemos antes, 
xa que é moi fácil calcular a área dun triángulo rectángulo; só debemos 
multiplicar os dous lados adxacentes ao ángulo recto e tomar a metade deste 
valor. O lado horizontal adxacente é a parte que se estende ata 𝑥 = 3, é dicir, a 
súa lonxitude é de 3 unidades. Calculemos a vertical:  

se	𝑥 = 3,	entón	𝑦 = 2𝑥 = 2 × 3 = 6,	

de xeito que o outro lado adxacente ao ángulo recto é de 6 unidades:  

x30

y
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A área do triángulo é, polo tanto,  

3 × 6
2 =

18
2 = 9	unidades,	

e isto está de acordo co resultado que acabamos de obter dun xeito moito máis 
laborioso. 

Así, o cálculo de áreas pode axudarnos a calcular as integrais. Isto, de feito, 
non é só unha cuestión de azar. Mentres a función que estamos tratando non 
sexa demasiado salvaxe, coma a función de Dirichlet, que segue saltando entre 0 
e 1 todo o tempo (nese caso as cantidades integrais aproximadas non teñen 
intención de converxer), é dicir, no caso de funcións máis normais, as cantidades 
aproximadas sempre se poden representar por áreas de tales «escaleiras»: 

	

e estas aproxímanse á área baixo a curva correspondente á función coa precisión 
do «exemplo do chocolate», desde o punto de partida ata o punto que examinar, 

x0

y

2

1

6

3

xpunto
de par!da

punto
de estudo

gráfica
da función

* *
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sempre que as subdivisións sexan cada vez máis densas. Noutras palabras: a área 
baixo a curva e a integral son o mesmo concepto, pero expresados de xeito 
diferente.  

Os roles son a miúdo invertidos e o cálculo das áreas pode ser moito máis fácil 
calculando as integrais. 

Podemos calcular a área dun triángulo rectángulo, e sabemos que outros 
triángulos poden ser divididos en triángulos rectos e todos os polígonos poden 
ser divididos en triángulos. Vemos que o cálculo das áreas de figuras delimitadas 
por liñas rectas non é un problema. Tamén nos reconciliamos dalgún xeito co 
cálculo da área dun círculo enchendo un gran número de triángulos moi finos 
no seu interior. Pero que pasa co cálculo en xeral da área delimitada por unha 
curva? As ditas áreas poden cortarse mediante rectas e cada peza pódese axustar 
co seu lado recto ao longo do eixe 𝑥:  

	

Entón podemos calcular a área de cada peza por separado. O cálculo integral 
encárgase de calcular a área por baixo destas curvas. Pode ocorrer que atopemos 
unha integral que se poida adiviñar facilmente e, nese caso, podemos dicir nun 
momento cal debe ser a área correspondente. 

Por exemplo, descubrimos que a integral de 𝑥! é a función 𝑦 = 0
/

(
 ou, máis 

ben, que, de todas as funcións posibles, esta é a que pasa polo punto 0, porque  

se	𝑥 = 0,	entón	
0/

(
	=	

-/

(
	=	0.	

De aquí podemos calcular nun tris a área baixo a parábola 
𝑦 = 𝑥!. 

Por exemplo, ata o punto 𝑥 = 1, esta é igual ao valor da integral en 𝑥 = 1, 
isto é, 

d0

e
= f0

e
= f

e
	unidades de área. 

x

y
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A área sombreada, que claramente é só unha parte dunha unidade cadrada, é 
exactamente &

(
	desta unidade cadrada. 

	

Quizais non se considere moi interesante coñecer a zona fóra dunha parábola. 
Isto pode ser así, pero a partir do noso resultado podemos calcular a área entre 
as dúas ramas da nosa parábola a calquera altura desexada. Por exemplo, se o 
terzo da unidade cadrada anterior está fóra, %

(
	dela estará dentro e, se agregamos 

a súa imaxe especular á esquerda, entón a zona sombreada na figura seguinte terá 
unha área de  

2 ×
2
3 =

4
3 =

3
3 +

1
3 = 1

1
3	

	

De novo gustaríame chamar a túa atención sobre o número de rectanguliños cos 
que aproximamos a área:  

	

x

1

10

y

x10

y

1 1
3
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Cantas máis subdivisións facemos, é dicir, canto máis densa, máis finos se 
volven os rectángulos. A área de cada rectángulo converxe necesariamente a cero, 
no sentido da torta, dividida en moitas partes, xa mencionadas con tanta fre-
cuencia. Pero estas pequenas franxas, aínda que se fan máis finas e se aproximan 
máis e máis ao grosor cero, xuntas aproxímanse a unha área definida diferente 
de cero, e esta área non precisa sequera ser pequena. A área do noso triángulo 
analizado anteriormente era de feito 9 unidades. Isto non é sorprendente xa que, 
a medida que os rectángulos se dilúen, se fan cada vez máis e máis numerosos, e 
moitas cousas pequenas fan unha cousa grande. «Os pequenos regatos fan 
grandes ríos». O depósito de capas de area case invisibles, co tempo, enterra ata 
as pirámides máis grandes. Moita xente, pensando xunta, pode dar orixe a unha 
idea capaz de modificar a marcha do mundo. Os pequenos efectos teñen por 
«integral» unha gran causa.  
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18. E PORÉN, HAI VARIAS MATEMÁTICAS 

Non hai profesional das matemáticas de prestixio a quen non lle pasase que un 
misterioso descoñecido lle entrega un manuscrito moi apreciado, ás veces 
voluminoso, ás veces ben curto, no que se «consegue» a «cuadratura» do círculo. 

Vexamos que significa isto realmente. 
Se alguén me di: «Coñecidos os dous lados adxacentes ao ángulo recto dun 

triángulo rectángulo, son quen de construír o triángulo», a miña pregunta inme-
diata é: «Con que ferramentas?». Supoñamos que usou un escuadro dos que se 
mercan nunha papelaría:  

	

 Está claro que non nos podemos fiar da precisión destes instrumentos. «Xira 
o escuadro e colócao xunta o ángulo recto que acabas de debuxar con el e con-
torna os seus tres lados cun lapis». Na maioría dos casos o resultado será algo así  

	

polo que o escuadro non está exactamente en ángulo recto. 
Os antigos gregos tiñan moito coidado ao elixiren as ferramentas para as súas 

construcións. A regra só podía ser usada para debuxar liñas rectas (nunca para 
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debuxar ángulos rectos). Por suposto, incluso iso é un compromiso, xa que a 
miúdo acontece que o bordo dunha regra non é realmente recto. 

Se queremos debuxar un círculo, podemos facelo cun instrumento moito 
máis preciso; non hai necesidade de contornar ningún círculo fabricado de 
madeira, xa que cun compás podemos facer unha circunferencia nós mesmos. Se 
as dúas partes do compás non teñen demasiado «xogo», podemos situar a punta 
metálica dunha das partes sobre un punto, e a punta de lapis montada na outra 
parte moverase a unha distancia constante do noso punto fixo, e así debuxaremos 
unha verdadeira circunferencia. 

	

Os antigos gregos non permitían ningún outro instrumento para as súas 
construcións xeométricas. As construcións eran máis fiables canto máis depen-
dían só do compás e con menos frecuencia había que usar a regra. 

Varios séculos máis tarde, probouse que a regra non era necesaria. Todas as 
construcións que se poden facer con regra e compás pódense facer só con compás. 
Por suposto, non é posible debuxar unha recta con compás, pero, por exemplo, 
un cadrado pode ser representado polos seus catro vértices, e podemos imaxinar 
a figura bastante ben mesmo a partir de puntos coma estes: 
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Pero imos seguir con regras e compases. A pregunta xorde con toda natura-
lidade: que construcións se poden facer usando só estas dúas ferramentas? O 
problema de cadrar o círculo pertence a esta categoría de problemas. Dado un 
círculo, queremos construír un cadrado cuxa área sexa exactamente igual á área 
do círculo dado. 

Xa sabemos que se pode determinar a área do círculo cunha precisión perfecta, 
mediante áreas delimitadas por rectas, que cada vez se aproximan máis á área do 
círculo. Por exemplo, se debuxamos un círculo con raio unitario, obteremos un 
número irracional definido para a medida da súa área; este número comeza como 

3,14…	

e pódese realizar o cálculo deste número con calquera grao de precisión desexado. 
Este número irracional desempeña un papel tan importante en matemáticas que 
recibiu un nome especial. Este é o número  

𝜋,	

ben coñecido dos nosos días da escola. 
Sabendo a área do círculo de raio unidade con toda a precisión, obviamente, 

podemos dicir inmediatamente cal é o cadrado cuxa área é esa cantidade. 
Calculamos a área dun cadrado ao cadrar a lonxitude dun dos seus lados. 

Por suposto, hai un número cuxo cadrado é 𝜋; é o que denotamos con √𝜋. 
Entón o cadrado cuxo lado é √𝜋 resolve a cuestión. 

Pero o problema non era se había, ou non, un tal cadrado, senón se se podía 
construír con precisión usando só regra e compás. 

O feito de que √𝜋 é irracional non necesariamente impide a súa construción, 
pois xa debuxamos cadrados cuxos lados eran √2 . Quizais lembres como 
duplicamos o tamaño do estanque. O argumento esbozado daquela podería 
transformarse facilmente nunha construción precisa. 
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Non sería posible dalgún xeito construír √𝜋 usando regra e compás? Moitas 
persoas atacaron este problema durante séculos, sen éxito. Finalmente, a 
tradución do problema á linguaxe da álxebra levou á súa solución. 

Vexamos, que se pode debuxar con regra e compás? Rectas e circunferencias. 
Xa sabemos que, na linguaxe da álxebra, as rectas equivalen a ecuacións lineais, 
e as circunferencias, a certos tipos de ecuacións cuadráticas. Todo o que poida 
ser construído usando regra e compás deberá aparecer como unha solución 
común a tales ecuacións. 

Agora sábese que √𝜋 (ou mesmo 𝜋) non pode ser unha solución de tales 
ecuacións ou, de feito, de ningunha ecuación en absoluto, por alto que sexa o 
grao, a menos que 𝜋 sexa dalgún xeito camuflado antes na ecuación (por exem-
plo, desde a ecuación 

𝑥 − 𝜋 = 0,	

se pasamos 𝜋 para a dereita sumando, temos 𝑥 = 𝜋). 
Dicimos que 𝜋 non é un número alxébrico, é un número transcendente. 
Desde esta óptica, a cuadratura do círculo é un problema insoluble. As 

matemáticas lograron, de novo brillantemente, demostrar a súa propia ineficacia 
na solución dun problema onde os métodos de solución están claramente deli-
mitados. 

Á parte do descubrimento da existencia de números transcendentes, que non 
poden aparecer entre as solucións de ningún tipo de ecuación alxébrica (pódese 
demostrar que e = 2,71…, a base dos logaritmos naturais, tamén é transcendente, 
o mesmo que a gran maioría dos números irracionais), hai outro detalle sobre o 
que me gustaría chamar a túa atención, en relación cos argumentos anteriores. 
Trátase da pureza dos métodos utilizados, á que os antigos gregos prestaron 
moitísima atención. A cuestión non é a xeral de se se pode construír un cadrado 
cuxa área sexa igual á área dun determinado círculo (a finais do século XIX 
ideouse un mecanismo que construiría semellante cadrado con total precisión), 
senón se tal cadrado pode ser construído exclusivamente usando regra e compás. 
Neste sentido, a cuestión foi decidida negativamente para toda a comunidade 
matemática. Só algúns iluminados non o cren e a súa imaxinación é cativada 
polo fantástico da expresión «cuadratura do círculo». 
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É esta pureza dos métodos, a claridade na formulación, a que fai que entre 
profesionais das matemáticas non se establezan diálogos de xordos, como sucede 
tan frecuentemente noutras disciplinas. As xentes de matemáticas de todas as 
épocas e de todos os países enténdense perfectamente. Cargan coa sona de seren 
inintelixibles, porén custa traballo imaxinar a ninguén que clarifique as súas de-
claracións con tan minucioso respecto pola outra persoa. 

Por suposto, incluso os temas tratados polas matemáticas adquiren un certo 
toque persoal propio de cadaquén, o mesmo ca nas outras disciplinas. Por 
exemplo, as palabras «punto» ou «recta» poden significar algo ben distinto para 
diferentes persoas. Lembro que o primeiro día de clase, o noso querido profesor 
Kürschák sorprendeu a unha das miñas compañeiras coa pregunta: «Xa viu 
vostede algún punto, señorita?». «Non, non o vin», respondeu ela. «Algunha vez 
debuxou un punto?» foi a seguinte pregunta. «Si, debuxei», respondeu ela, pero 
rapidamente cambiou de opinión e dixo: «Quero dicir, gustaríame, e téñoo 
intentado, pero nunca o conseguín». (Creo que esta resposta foi determinante 
para a predilección deste profesor pola nosa promoción). As marcas de lapis ou 
de xiz que debuxamos, e que baixo un microscopio son verdadeiras montañas, 
non son, por suposto, puntos. Todos temos unha idea do que é un punto, e a 
ela nos queremos adaptar cando intentamos debuxar un. A nosa imaxinación 
sobre rectas pode ser aínda máis persoal. Unha liña recta non é nada sinxela; os 
nenos pequenos e a xente con pouca formación nunca debuxan liñas rectas; o 
que debuxan espontaneamente é unha curva. Para debuxar unha recta, é 
necesario posuír unha gran disciplina interior. Por esta razón, se un matemático 
demostrou algo sobre puntos e rectas, para comunicar os seus descubrimentos 
aos seus colegas, pode comezar así: «Non sei que idea tes das figuras xeométricas. 
A miña é que por calquera dous puntos distintos se pode debuxar unha única 
recta». Está isto de acordo coa túa idea? Só se a resposta é afirmativa pode seguir: 
«Probei algo sen usar ningunha outra propiedade de puntos e rectas máis ca esta 
na que estamos de acordo. Podes pensar nos puntos e rectas, tal e como ti os ves, 
e estou segura de que entenderás o que che quero contar».  

As matemáticas non pretenden enunciar verdades absolutas. Os teoremas 
matemáticos sempre se presentan de forma máis humilde: «Se…, entón…». Se 
só podemos usar regra e compás, entón o círculo non pode ser cadrado. Se por 
puntos e liñas queremos dicir figuras con tales e tales propiedades, entón as 
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seguintes afirmacións son verdadeiras para eles. É certo que na escola non 
estabamos afeitos a estes tipos de teoremas, nin nos capítulos anteriores presentei 
as nosas regras e afirmacións de tal xeito. Se o que queremos é transmitir coñece-
mentos, é mellor non presentalos de xeito terminado, definitivo, senón como 
nunha especie de etapa formativa. As condicións exactas non se formulan 
facilmente en quente, durante a súa xestación. As grandes épocas construtivas 
adoitan ser seguidas por épocas críticas; as matemáticas miran cara a atrás o 
camiño percorrido e revisan os resultados adquiridos para examinar os funda-
mentos. 

Euclides foi un gran construtor de sistemas, e as súas obras xeométricas 
sobreviviron e permaneceron nos nosos modelos durante séculos. Comeza por 
enumerar as ideas básicas e as relacións fundamentais entre elas (ata o día de hoxe 
séguense a chamar axiomas); as probas seguintes son só para quen imaxina puntos, 
rectas e planos de tal xeito que acepten os axiomas correspondentes como ver-
dadeiros. É por iso que os axiomas son afirmacións recollidas e elixidas con moito 
coidado para que a idea de cadaquén estea de acordo con elas. Por exemplo, un 
dos axiomas afirma que, se nos dan dous puntos, podemos debuxar unha única 
recta pasando por eles: 

	

O seu traballo ten dous mil anos e só un dos axiomas foi obxecto de debate. 
Este é o famoso axioma das paralelas: pasando por un punto que non estea nunha 
recta dada só se pode debuxar unha recta que non corte a recta dada, por máis 
que se prolonguen. 

	

Esta recta que se pode debuxar que non corta a primeira recta é o que se 
chama unha recta paralela á primeira recta. Volveremos sobre isto máis tarde. 

Antes debería chamar a túa atención sobre outra característica esencial do 
método axiomático. Se as probas dos nosos teoremas son tales que calquera que 
as lea pode imaxinar ao seu antollo os puntos, as rectas e os planos (coa única e 
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importante condición de que satisfagan as relacións expresadas nos axiomas), 
entón non é necesario que estas figuras sexan realmente puntos, rectas ou planos. 
Poderiamos realmente pensar en obxectos moi diferentes, sempre que estes 
obxectos tamén satisfagan as condicións incorporadas nos axiomas, e a nosa 
proba conducirá a un verdadeiro teorema sobre estes obxectos. Isto, de novo, é 
unha especie de «digo unha cousa e convértese en dúas», que xa nos atopamos 
cando se trataba da dualidade. 

Os teoremas en cuestión permanecerían certos aínda que houbese unha 
persoa cunha imaxinación tan retorcida que pensase nunha recta cando fala-
bamos dun punto e nun punto cando falabamos dunha recta. (Quizais lembres 
o exemplo citado alí: tres puntos determinan un triángulo, sempre que todos os 
puntos non estean na mesma liña recta; tres rectas determinan un triángulo 
mentres non estean todas no —é dicir, non pasen todas polo— mesmo punto). 

Por exemplo, se se entende por punto calquera punto dentro dun 
determinado círculo (excluíndo os puntos da circunferencia) e por liña recta só 
aqueles anacos de rectas que están dentro deste círculo,  

	

mesmo neste mundo reducido é certo que por dous puntos (por dous puntos 
situados dentro do círculo) podemos debuxar unha e só unha recta (é dicir, unha 
parte dunha recta que non chega ata a circunferencia do círculo); incluso aquí 
serán certos todos os teoremas que se poidan deducir sobre puntos e rectas por 
medio deste axioma só. 

Agora volvamos ao axioma das paralelas. Creo que calquera que pense un 
pouco no tema estará de acordo en que por un punto exterior a unha recta dada 
só se pode trazar unha paralela a esta recta, e non verá nada problemático sobre 
a cuestión. A visión da maioría das persoas é tal que aceptan o axioma das 
paralelas sen dubidar. 

Pero gustaríame contarche unha experiencia que tiven mentres ensinaba un 
curso do nivel dos primeiros da ESO. 
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Cada alumna tiña un cadrado nas mans e a tarefa consistía en dicir o que se 
podía observar dos lados do cadrado. Pronto saíu a palabra «paralelo», xa que os 
nenos atopan esta palabra de xeito natural. Pregunteilles que entendían pola 
palabra paralelo. Unha rapaza dixo que as paralelas teñen a mesma dirección; 
outra, que as liñas paralelas sempre permanecen á mesma distancia unha da outra; 
unha terceira, que, por moito que as prolonguemos, nunca se xuntarán. 

«Todo isto é correcto», díxenlles. «Poderiamos aceptar calquera delas como a 
razón pola que recoñecemos as paralelas, as outras dúas deduciranse dela». Ante 
isto, Anne, na primeira fila, levantouse (era a máis brillante da clase) e dixo: «Non 
sería boa idea aceptar como definición que nunca se atopan. Eu podo imaxinar 
dúas rectas que non se manteñen á mesma distancia unha da outra; achéganse 
máis e máis unha á outra, e aínda así nunca se atopan». Ela tamén debuxou unha 
figura no encerado, indicando o que quería dicir:  

	

Tiven que aceptar o feito de que a percepción de Anne era realmente diferente. 
O problema é que cousas coma estas non se poden comprobar experimen-

talmente. Se inclinamos a nosa paralela usual un pouco cara a abaixo, entón,  

	

continuando as rectas o suficiente, podemos demostrar que se atoparán. Pero 
supoñamos que a inclinamos moito menos, é dicir, por &

&-
, por &

&--
, por &

&---
 do 

ángulo co que comezamos, e podemos continuar esta sucesión infinita tanto 
como queiramos. Como sabemos que non chegamos a un grao extremadamente 
pequeno de inclinación tal que a nosa recta inclinada non corte a recta de abaixo? 
A cousa é que non podemos ir por toda a sucesión infinita. 

Xa atopamos liñas que se aproximan e se aproximan a unha liña recta sen 
chegar nunca a ela. Calquera das ramas da hipérbole é así. 

Non é realmente sorprendente que haxa xente que poida imaxinar liñas rectas 
cada vez máis próximas deste xeito. A nosa imaxinación está guiada polas nosas 
experiencias sensoriais. 
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As nosas percepcións están influenciadas polos sentimentos e podería ben 
suceder que, por exemplo, alguén, lonxe durante moito tempo dun ser querido, 
se faga a idea de estar cada vez máis e máis cerca, aínda que sen posibilidade de 
xuntárense. 

Non obstante, todo isto pode pasar e desde Euclides houbo moita xente 
cunha percepción do problema idéntica á da miña alumna Anne. 

Probablemente non terían moita seguridade nos froitos da súa imaxinación, 
xa que a visión da maioría era contraria á súa, pero aínda así dubidaban de se o 
axioma das paralelas era tan evidente coma o resto de verdades fundamentais. 
Dicían: «Por que non o probas, usando só relacións como as que nós podemos 
aceptar. Así tamén o aceptaremos».  

Durante varios séculos os matemáticos intentaron probar o axioma das 
paralelas coa axuda dos outros axiomas, pero sen éxito. 

O húngaro János Bolyai foi un dos primeiros en apoiar o tipo de percepción 
coma a da miña pequena alumna. 

«A razón pola que ninguén conseguiu probar o axioma das paralelas é 
que non é certo. Eu vexo a cousa así:  

	

se por un punto fóra dunha recta fixa dada debuxo unha recta que corta a 
esta recta, entón esta intersección moverase máis e máis lonxe a medida 
que fago xirar a miña liña sobre o punto; eventualmente non haberá 
ningunha intersección:  

	

pero a recta de xiro aínda está lixeiramente inclinada cara á recta fixa. Por 
suposto que, se a xiro un pouco máis, será menos probable que corte a 
outra recta ata que, finalmente, empece a inclinarse cara á recta fixa polo 
outro lado:  



III. AUTOCRÍTICA DA RAZÓN PURA 

256 

	

Hai, polo tanto, dúas rectas líder por cada punto exterior a unha recta 
dada, e calquera recta entre estas dúas non cortará en absoluto a recta 
fixada, e todas aquelas que se inclinan máis cara a ela vana cortar. Que me 
sigan todos os que vexan isto coma min, vou construír a nosa propia 
xeometría».  

Bolyai tomou como a súa relación fundamental o contrario do axioma das 
paralelas, mantivo todos os outros axiomas euclidianos e investigou que tipo de 
teoremas poderían deducirse destas relacións fundamentais sobre puntos, liñas e 
planos. Na xeometría de Bolyai, construída deste xeito, hai moitas cousas que 
difiren da xeometría de Euclides. É unha cuestión de gustos cal queremos aceptar. 

Por aquel tempo, outros tiveron a mesma intuición sobre a posibilidade de 
construír diferentes xeometrías, o que non mingua de xeito ningún o mérito de 
Bolyai, aínda que sumiu ao pobre home nunha profunda depresión. Isto ocorre 
con bastante frecuencia: parece que algúns problemas maduran co tempo e pode 
haber persoas, en distintas partes do mundo, que recollen ao mesmo tempo, de 
xeito independente, os froitos que madureceron. 

Aínda queda algo por poñer en orde. Non será posible demostrar o axioma 
das paralelas? Se o fose, a totalidade da xeometría de Bolyai estaría baseada nunha 
premisa falsa e poderíase chegar a deducir toda unha serie de contradicións. 

Afortunadamente, temos unha resposta reconfortante para este estraño pro-
blema. Desde o punto de vista da fiabilidade, as xeometrías de Euclides e Bolyai 
son tan boas coma as outras. Se a xeometría de Bolyai levase a contradicións, 
entón tamén a xeometría euclidiana contería contradicións. 

Podemos ver isto porque é posible construír un modelo da xeometría de 
Bolyai completamente na xeometría euclidiana. Consideramos un mundo cun 
horizonte estreito, cuxos puntos e liñas están dentro dun círculo de xeometría 
euclidiana. Alí mostramos que incluso estes puntos e liñas, entendidos neste 
sentido máis estreito, satisfán unha das relacións fundamentais en Euclides. 
Tamén se pode demostrar que todas as outras relacións fundamentais se satisfán 
(supoñendo que transformamos adecuadamente a noción de congruencia), coa 
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única excepción do axioma das paralelas, no canto diso temos a relación funda-
mental de Bolyai. 

	

As rectas «líderes» son as que pasan polo punto dado e os puntos extremos da 
recta fixa dada, é dicir, na circunferencia do círculo. As rectas entre estas (é dicir, 
aquelas partes dentro do círculo) non cortan a recta fixa dada, mesmo de acordo 
con Euclides. Polo tanto, o axioma de Bolyai non contradí os outros axiomas 
euclidianos, xa que neste mundo estreito poden levarse moi ben entre eles. 

Agora atopámonos con dúas xeometrías igualmente válidas; xa non hai razón 
para que non falemos de xeometrías en plural. Poderiamos, de feito, seguir 
xogando a este xogo independentemente de calquera visión que poidamos ter: 
en vez de calquera dos axiomas que non se pode probar a partir dos outros, 
poderiamos asumir o seu contrario e investigar que tipo de teoremas se poden 
deducir a partir desta hipótese contraria. 

Tamén poderiamos asumir outros axiomas completamente diferentes, xa que 
non parece que valla a pena manter os axiomas derivados da intuición; a 
xeometría de Bolyai xa nos mostrou o pouco fiable que é a visión de base. Se 
cadaquén toma en consideración as súas propias concepcións, os resultados 
obtidos poden ser ben distintos, mesmo contrarios, como xa vimos. 

Así se construíron unha serie de xeometrías, unha tras outra. E isto non é só 
un xogo; a física moderna recorre a estas xeometrías abstractas para explicar 
eventos reais. 

A percepción humana non é inalterable. O desenvolvemento da ciencia segue 
a moldeala continuamente. Cando se descubriu que a Terra non era un disco 
plano, foi preciso elaborar unha explicación sobre como a xente do outro lado 
do mundo podía estar camiñando cabeza abaixo, a percepción humana fixo 

último corte
punto
dado

recta dada

último corte
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grandes avances inmediatamente. Se os resultados da física moderna se fan máis 
ou menos permanentes e pasan a ser coñecemento xeral, poida que, co tempo, a 
xente cunha percepción euclidiana deixe de ser maioría e unha das xeometrías 
que hoxe parece un xogo abstracto pase a converterse na xeometría da realidade. 

POST SCRIPTUM: SOBRE A CUARTA DIMENSIÓN  

Gustaríame volver unha vez máis á idea de «modelo». 
Fomos quen de construírmos un modelo para a xeometría de Bolyai dentro 

da xeometría euclidiana, circunscribindo unha parte dun plano euclidiano por 
medio dunha circunferencia. A cada teorema da xeometría de Bolyai correspón-
delle un teorema que se pode probar dentro deste círculo. Xa vimos este tipo de 
entrelazamento de dúas ramas da ciencia cando atopamos un modelo de xeome-
tría dentro da álxebra. Aos puntos correspóndenlles pares de números, as liñas 
corresponden ás ecuacións con dúas incógnitas e circunscribimos a parte de 
álxebra dentro da cal cada figura xeométrica representaba unha expresión 
alxébrica e cada teorema xeométrico un teorema alxébrico. Deste xeito, podemos 
probar verdades xeométricas por métodos alxébricos e, inversamente, somos 
quen de facermos uso de resultados xeométricos na análise das propiedades das 
funcións representadas por curvas. 

Todo isto nun plano, pero non hai ningunha razón para que non se transporte 
a tres dimensións. No espazo tridimensional un punto está determinado por tres 
números (se o niño do paxaro estivese no alto dunha árbore, para determinar 
exactamente a súa posición sería necesario coñecer a altura da árbore, é dicir, de 
que tamaño sería necesario levar a escaleira para chegar ata el). As figuras no 
espazo corresponderanse con ecuacións con tres incógnitas. Poderiamos denotar 
as tres incógnitas con 𝑥, 𝑦 e 𝑧. Se se trata dunha ecuación da forma 𝑧 = 3𝑥 + 2𝑦 
pódese ver de inmediato que o valor de 𝑧 depende da elección de 𝑥 e de 𝑦. Tales 
funcións chámanse funcións de dúas variables. (Con frecuencia atopamos 
funcións semellantes na vida cotiá; por exemplo, o importe dunha prima de 
seguro de vida depende do tempo que a póliza está en vigor e da cantidade de 
capital asegurada). Calquera cousa que probemos sobre figuras no espazo tridi-
mensional será expresable mediante funcións de dúas variables. 
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Por suposto, non hai necesidade de comezar todo desde o principio só porque 
estamos a tratar do espazo tridimensional. A maioría dos teoremas da xeometría 
plana poden ser facilmente xeneralizados ao espazo. Por exemplo, nun plano a 
maneira de atopar a distancia dun punto ao punto 0 é a seguinte:  

	

A distancia requirida é a hipotenusa do triángulo rectángulo cuxos outros 
dous lados son as coordenadas do punto en cuestión. Polo teorema de Pitágoras, 
o cadrado desta distancia é igual á suma dos cadrados dos outros dous lados, e a 
distancia en si será √3! + 4!. Pódese probar que o punto no espazo determinado 
polas tres coordenadas (3, 4, 5) está a unha distancia  

R3! + 4! + 5!	
do punto 0.  

Con frecuencia, as xeneralizacións do plano ao espazo tridimensional son tan 
fáciles coma iso. O efecto disto é que moitos teoremas relativos a funcións dunha 
variable poden ser xeneralizados a funcións de dúas variables. 

É moi posible, por suposto, que atopemos funcións de 3, 4… ou calquera 
número de variables. Parece unha pena que, mentres podemos pasar do plano 
bidimensional ao espazo tridimensional, non poidamos ir máis aló do noso es-
pazo tridimensional. Non hai ningún espazo de catro dimensións ao que pasar. 
Por outra banda, o modelo alxébrico permite actuar coma se si houbese un. Imos, 
por exemplo, chamarlle punto  a unha lista de catro números, como (3, 4, 5, 6), 
e diremos que 

R3! + 4! + 5! + 6!	

é a súa distancia ao punto 0. Podemos traballar con estes catro números do 
mesmo xeito que traballamos cos tres números correspondentes aos puntos do 
espazo e poderiamos obter teoremas que se poden deducir sobre funcións de tres 

4

(3,4)

3
0 x

y
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variables. Por suposto, podemos comprobar que os teoremas obtidos de xeito tan 
ficticio son certos, e resulta que valeu a pena finxir que había unha cuarta dimen-
sión, aínda que de feito non a hai. 

Do mesmo xeito, podemos introducir espazos abstractos de 5, 6… ou incluso 
un número infinito de dimensións. O noso punto de partida é sempre o noso 
coñecido espazo tridimensional e o noso obxectivo é sempre a utilidade na in-
vestigación das propiedades das funcións. 

Non son conceptos descoñecidos. Os puntos multidimensionais son só 
«elementos ideais», véñennos botar unha man desde un mundo imaxinario e, se 
o desexamos, poden desaparecer e deixar atrás deles sólidos resultados que per-
manecen verdadeiros sen a intervención dos obxectos imaxinarios. 
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19. O EDIFICIO CAMBALEA 

Os grandes períodos críticos asócianse coa volta ás orixes, coa entrada nos miolos 
dos resultados obtidos, para aclarar as condicións en que se elaboraron as teses 
comunmente aceptadas; nunha palabra, a axiomatización é unha das súas 
principais actividades. Isto tamén delimita cada rama das matemáticas; conside-
ramos esas partes da matemática como todos unificados que se poden deducir de 
certos conxuntos de axiomas. 

Nestas miradas retrospectivas sobre a estrada percorrida, observamos que 
certas ideas se repiten aquí e alí, e, a pesar dos nosos esforzos para deslindar os 
campos, non somos quen de illalas completamente, están presentes en diferentes 
ramas da matemática. Ábresenos, así, outro campo de investigación: o estudo 
daqueles elementos que aparecen en varios lugares moi separados. 

Por exemplo, lembremos que no caso dos números racionais podiamos facer 
multiplicacións e divisións (excepto dividirmos por cero), e sempre obtiñamos 
un número racional como resultado. Neste sentido, os números racionais, se 
deixamos o cero fóra, forman un tipo de «grupo pechado» con respecto á multi-
plicación e á división. Este non é o caso dos números enteiros, pois, definitiva-
mente, a división sácanos fóra do conxunto dos números enteiros. 

Pero, os números enteiros e os números racionais si son semellantes no 
sentido de que, con respecto ás sumas e restas, ambos forman grupos pechados; 
por suposto que debemos pensar en números enteiros positivos e negativos, pero 
estas operacións non nos levan de feito fóra do conxunto destes números; nin 
sequera é necesario excluírmos o cero. 

Por suposto, non hai necesidade de xuntarmos tantos números para 
formarmos un grupo que sexa pechado con respecto a determinadas operacións. 
Por exemplo, se consideramos só os dous números 

+	1,−	1,	
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podemos multiplicalos e dividilos tanto como queiramos, que o resultado nunca 
pode ser outro ca +1 ou −1. 

Esta esfera de ideas nin sequera está restrinxida a operacións con números. 
Permíteme que che recorde os vectores, pois ata estes forman un grupo pechado 
en relación coa súa estraña suma. O efecto combinado de dous vectores é de 
novo outro vector.  

	

Tal operación só pode ser chamada suma nun sentido figurado. Do que 
realmente estamos a falar é da combinación de movementos e de forzas. 

Poderiamos seguir moito tempo dando exemplos semellantes. 
A investigación da idea de «grupo», que parece xurdir en moitos lugares 

diferentes, de xeito independente, é dicir, a teoría de grupos, resultou ser do máis 
fértil. É a esencia da álxebra moderna e é empregada pola física moderna. 

As diversas xeometrías pódense considerar teorías correspondentes a 
diferentes grupos. 

Os propios grupos son «conxuntos» con certas propiedades particulares. 
Esta idea de «conxunto» é de novo unha que atopamos todo o tempo en 

moitas ramas diferentes das matemáticas. Sempre que falamos de matemáticas, 
é case inevitable falarmos de conxuntos de puntos, conxuntos de números ou 
conxuntos de funcións dun determinado tipo. 

Cantor foi quen fixo desta idea o obxecto das súas investigacións. A teoría de 
conxuntos foi, en gran parte, creación súa. 

Volvamos un pouco atrás. Falamos do conxunto de números racionais e do 
conxunto de puntos que lle corresponden nunha recta, e decidimos que cada 
punto deste conxunto é un «punto de acumulación». Esta é unha idea capital na 
teoría de conxuntos de puntos. Un punto dise que é un punto de acumulación 
dun conxunto se, mesmo na veciñanza máis próxima do punto, sempre hai 
outros puntos do conxunto. 
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Tamén vimos algúns dos métodos empregados na teoría de conxuntos. Imos 
refrescar a nosa memoria con outro exemplo. Hai un número infinito de 
números naturais  

1,	2,	3,	4,	5…	

e, con todo, non se acumulan en ningún lugar, van desfilando sen parar con 
pasos unitarios. Pero imos embuchar un conxunto infinito enteiro nun intervalo 
finito; por exemplo  

1,
1
2 ,
1
3 ,
1
4 ,
1
5…	

están todos dentro do intervalo entre 0 e 1 

,	

polo que debe haber un punto de acumulación nese intervalo. 
Isto pódese probar de forma bastante xeral como segue. Supoñamos que todos 

os puntos dun conxunto infinito están entre os puntos 0 e 1: 

	

e non importa exactamente onde están. Imos partir á metade o noso intervalo. 
Polo menos nunha das metades debe haber un número infinito de puntos do 
conxunto, porque, se cada metade só tiña un número finito de puntos nela, 
digamos 1 millón nunha metade e 10 millóns na outra metade, isto sería 11 
millóns en total, un número grande, pero aínda así finito. No noso exemplo 
anterior, o número infinito de puntos atópase na metade esquerda do intervalo. 

Agora, no canto do intervalo orixinal, consideremos a metade que ten un 
número infinito de puntos (ou calquera das dúas, se ambas teñen un número 
infinito de puntos). Supón que o novo intervalo é:  

	

Podemos repetir o argumento anterior exactamente sobre este intervalo; 
podemos situarnos nunha das súas metades, é dicir, unha metade na que hai un 

11
50 1

4
1
3

1
2

…

10

10 1
2
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número infinito de puntos do conxunto. Esta partición á metade pódese con-
tinuar indefinidamente. Deste xeito obtemos intervalos encaixados, cada un no 
anterior, e cada vez máis pequenos. 

	

Pódese ver facilmente que as lonxitudes destes intervalos converxen a cero. 
De novo, é coma eses paquetes de broma, nos que debaixo do envoltorio vén 
outro envoltorio e, debaixo deste, outro, e outro, e outro, ata que ao final aparece 
un sarrabullo de papel. Tamén podemos ver, no noso caso, que haberá un único 
punto común a todos os nosos intervalos. Este punto debe ser un punto de acu-
mulación do noso conxunto, xa que dentro dunha veciñanza do punto, 
arbitrariamente pequena, atoparemos algúns dos nosos intervalos que se fixeron 
aínda máis pequenos, e cada un deles contén non só un, senón un número 
infinito de puntos do conxunto. 

Agora chegamos a alturas de coñecemento tan mareantes que podemos ata 
responder á pregunta de como un matemático caza un león. É ben coñecido o 
método empregado polos físicos experimentais para a captura de leóns. Calquera 
principiante o pode entender e aplicar. O físico experimental verte todo o Sáhara 
nunha peneira, a parte que atravesa a peneira é o Sáhara, a parte que queda é o 
león. O matemático, por outra banda, procede dun xeito metódico. É necesario 
distinguir dous casos:  

Caso 1. O león está en repouso 

Preparemos unha gaiola, aberta por abaixo, grande abondo como para 
meter un león. Dividamos o Sáhara en dúas partes iguais. O león estará en, 
polo menos, unha das metades (xa que, se está no límite, estará en ambas as 
dúas). Situémonos, agora, nesa metade do Sáhara. Dividámola en dúas meta-
des. O noso león estará en, polo menos, unha das metades. 

Sigamos así, dividindo á metade, e obteremos rexións encaixadas, cada 
unha na anterior, cada vez máis pequenas. Máis cedo ou máis tarde, unha 

1º intervalo

2º

4º
3º



 19. O EDIFICIO CAMBALEA 

265 

destas rexións terá unha área máis pequena que a da base da nosa gaiola, e o 
noso león estará nela. Poñamos a gaiola sobre esta rexión e… león atrapado! 

Caso 2. O león está en movemento 

O método anterior non é aplicable, e punto. 

Ata aquí os conxuntos de puntos. 
Xa nos temos topado con probas na teoría de conxuntos que non só son 

válidas para conxuntos de puntos. Por exemplo, o método de emparellamento, 
mediante o cal demostramos que o conxunto de números naturais e o conxunto 
de números racionais teñen o mesmo cardinal (aínda que os números irracionais 
son máis numerosos ca os números racionais), pode ser usado para calquera tipo 
de conxuntos. 

Se non lembro mal, o noso punto de partida foran conxuntos de nenos e 
nenas bailando, e deles, finalmente, pasamos a estes conxuntos menos frívolos. 

Todo o que se poida dicir do cardinal dun conxunto vale tanto para as parellas 
que bailan como para os números reais ou para o conxunto das frases que se 
poden escribir en lingua galega. Cantor tratou conxuntos a nivel completamente 
xeral. Probou unha serie de fermosos teoremas sobre o cardinal de conxuntos 
infinitos, é dicir, sobre a extensión do concepto de número finito á de número 
infinito. Mostrou, por exemplo, que o cardinal dos números naturais e o dos 
números reais non eran os únicos cardinais infinitos; de feito, non hai conxunto, 
por grande que sexa o seu cardinal, tal que non exista outro conxunto con cardi-
nal máis alto. O poeta húngaro Mihály Babits chamoulles a estes números, que 
crecen e crecen, cada vez máis altos, «os impoñentes bastións do infinito». Cantor 
chegou ata a introducir operacións con estes números, sumas e multiplicacións, 
imitando, dalgunha maneira, as operacións cos nosos pequenos números. Isto é 
o que se podería chamar xogar a grande escala, xogar co infinito. Parecía que o 
espírito humano non podería alcanzar cotas máis altas. 

Xusto neste momento é cando todo o edificio comeza a cambalear. A finais 
do século XIX apareceron certas contradicións dentro das matemáticas, nesta 
ciencia que sempre foi considerada como aburridamente segura. E foi preci-
samente na teoría de conxuntos, o campo en que alcanzara as alturas máis 
vertixinosas, onde se fixo visible o talón de Aquiles das matemáticas. 
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De todas as contradicións, só falarei da máis grave, a antinomía de Russell. A 
súa forma máis divertida e máis estendida é a seguinte. 

O barbeiro do exército ten a seguinte misión: está obrigado a afeitar a todos 
os da súa compañía que non se afeitan e, para aforrar tempo, non se lle permite 
afeitar aos que se afeitan a si mesmos. A pregunta é se este soldado se afeita ou 
non se afeita. 

Se o fai, entón é un dos que se afeitan, e non lle está permitido afeitar a esas 
persoas. 

Se non o fai, pertence a aqueles que non se afeitan, e está obrigado a afeitar a 
todas esas persoas. 

Que vai facer? Por suposto, nunha broma coma esta a formulación do 
problema é inexacta. Vexamos agora o exemplo máis serio. 

Un conxunto non adoita ser un elemento de si mesmo. Por exemplo, os 
elementos do conxunto de números naturais son números, non conxuntos, polo 
que o propio conxunto, sendo un conxunto, non pode estar entre os seus propios 
elementos. 

Por suposto, podería ocorrer que entre os elementos dun conxunto houbese 
conxuntos. Por exemplo, imaxinemos todos os conxuntos posibles de números 
e consideremos o conxunto formado por todos estes conxuntos. Un elemento 
deste conxunto será, por exemplo, o conxunto de números naturais; outro, todos 
os números menos o 10, e así sucesivamente. Cada un dos seus elementos é un 
conxunto. Pero, aínda así, el non está entre os seus propios elementos, xa que os 
seus elementos todos son conxuntos de números e o conxunto en si é un 
conxunto de conxuntos de números. 

Agora ben, se intentamos xuntar todos os conxuntos imaxinables nun único 
conxunto, teremos un exemplo dun conxunto que é un dos seus propios 
elementos. Obviamente é así, xa que o conxunto de todos os conxuntos é en si 
un conxunto, e todo conxunto debe estar entre os seus elementos. 

Se pensares sobre todo isto che parece que vai ser aburrido, non tes que facelo. 
Non o imos utilizar no resto do libro. Abonda con asumir que nos conxuntos 
«ordinarios» non ocorren tales rarezas. Diremos que un conxunto é «ordinario» 
se non figura entre os seus propios elementos; non hai necesidade en absoluto de 
preocupármonos por saber se existen outros conxuntos, á parte dos ordinarios. 
Imos entón imaxinar todos os conxuntos «ordinarios» xuntos nun gran conxunto. 
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O problema é se o conxunto así obtido é «ordinario» ou non. 
Se é «ordinario», entón debe figurar entre os elementos do conxunto grande, 

cos demais conxuntos «ordinarios». Si, pero isto faría que o noso gran conxunto 
non fose «ordinario». Pola contra, se non é «ordinario», entón non pode figurar 
entre os elementos do noso gran conxunto, xa que todos estes elementos son 
«ordinarios». 

Pero así foi precisamente como definimos os conxuntos «ordinarios». Polo 
tanto, se é «ordinario», entón non é «ordinario», e, se non é «ordinario», entón é 
«ordinario». De calquera dos xeitos chegamos a unha contradición. E non hai 
maneira de remedialo. 

É igualmente inútil «deixar caer» a teoría dos conxuntos e quedarmos coas 
ramas máis humildes e seguras das matemáticas: as súas ideas atópanse en cada 
rama das matemáticas. Se houber un erro na teoría de conxuntos, entón 
absolutamente todo nas matemáticas é vulnerable. 

As repercusións deste choque están connosco ata hoxe. 
Fronte a esta situación, os matemáticos compórtanse como o fai normalmente 

a xente sometida a un perigo permanente. A maioría nin sequera quere pensar 
niso, segue co seu propio traballo e, se alguén lle menciona o perigo, adoita non 
facer caso, cunha pequena protesta nerviosa. 

Naturalmente, tamén hai quen está a tentar salvar a situación. 
Por suposto, ao principio buscouse o erro na propia antinomía de Russell. O 

propio Russell pensaba que a mesma definición de conxunto que se usa na 
antinomía estaba mal. A definición é un «círculo vicioso», xa que o conxunto 
que definir está incluído na definición. Só poderiamos unir todos os conxuntos 
«ordinarios» nun conxunto se xa soubésemos decidir de antemán se o conxunto 
así xerado é ordinario ou non e, así, se pode ser aceptado como un elemento. 

Desafortunadamente, tales «círculos viciosos» hainos por todas as ramas das 
matemáticas. No caso dos números naturais é bastante habitual dar definicións 
coma esta: «Consideremos o máis pequeno dos números con tal e tal 
propiedades». Este número tamén figura na súa propia definición. 

Podemos elixir o máis pequeno de todos os números coas mencionadas 
propiedades, e o máis pequeno está obrigado a estar entre todos eles. 

O intento de rescate máis enérxico é o dos intuicionistas (o termo 
«intuicionismo» non é afortunado aquí, pero non nos preocuparemos do seu 



III. AUTOCRÍTICA DA RAZÓN PURA 

268 

significado preciso). A corrente vén de antes que as antinomías, pero estas 
déronlles un novo pulo aos seus adherentes. O novo intuicionismo está asociado 
co nome de Brouwer. Rexeita a totalidade das matemáticas tal e como se 
concibían ata entón, e intenta construílas de novo en cimentos máis seguros. 

Acepta só o que, dun xeito ou doutro, se pode construír, xa que, unha vez que 
construímos algo, está aí, innegablemente, e ningunha antinomía pode facer que 
deixe de existir. Rexeita as «probas de existencia pura», por exemplo a vella proba 
do teorema fundamental da álxebra, xa que non dá ningún método para a 
construción das raíces da ecuación. Non quere saber nada do «infinito actual», 
xa que realmente só podemos construír un número finito de elementos de 
calquera conxunto, aínda que o proceso poida continuar indefinidamente. Un 
conxunto infinito, segundo el, só pode ser «potencialmente infinito», está sempre 
no estado de ser xerado e nunca pode considerarse como rematado ou pechado. 

Para os intuicionistas, as matemáticas clásicas non son máis ca ruínas, e o 
pouco que queda é extremadamente complicado debido á necesidade de levar a 
cabo as construcións en todos os casos. 

Fóra disto, só o intento de rescate de Hilbert pode considerarse realista. 
A importancia deste intento superou o seu obxecto orixinal de facer fronte 

aos perigos mencionados. Converteuse nunha nova e fértil rama das matemáticas. 
Falaremos deste desenvolvemento no que segue. 
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20. A FORMA INDEPENDÍZASE 

Non quero que penses que a teoría de conxuntos aínda está lastrada co peso das 
antinomías. Chegado o momento (as contradicións fixeron o asunto terrible-
mente urxente) de poñer orde na orixinalmente teoría naíf de conxuntos, para 
establecer un sistema de axiomas para ela, nas matemáticas tiveron moito 
coidado de restrinxir o concepto de conxunto suficientemente mediante as con-
dicións fundamentais estipuladas. Conseguiron manter todo o que é valioso na 
teoría dos conxuntos, deixando fóra os conxuntos molestos. Pero parece un tipo 
de orde moi artificial; como dixo Poincaré, construímos unha cerca ao redor do 
rabaño para gardar as ovellas dos lobos, pero como sabemos que non hai lobos 
agochados en algures dentro da cerca? Non hai seguridade fronte a novas contra-
dicións. 

Un dos maiores matemáticos daquel tempo, Hilbert, durante os últimos vinte 
anos da súa vida, propuxo a tarefa de mirar cada recuncho do cercado de axiomas. 
Recoñeceu que había razóns xustificadas para estarmos preocupados por defini-
cións que incluísen «círculos viciosos», por «probas de existencia puras» e polo 
«infinito actual». Pode que haxa algún perigo nalgunha delas. Pero por que nos 
sentimos obrigados a traballar con conceptos «transfinitos» tan perigosos que se-
mellan estar alén das nosas mentes finitas? Hai unha moi boa razón; e, excepto 
por motivos verdadeiramente convincentes, nunca queremos prescindir destes 
conceptos porque son os que nos permiten construír teorías comprensivas, xa 
que fan posible descubrir conexións entre territorios ben distantes. 

Isto vese ben na matemática dos intuicionistas, separada en tantas partes 
pequenas. Por iso non queremos renunciar aos perigosos conceptos que soldan a 
totalidade das matemáticas nun único e poderoso edificio. 

As ferramentas transfinitas desempeñan o mesmo papel na lóxica que a recta 
do infinito ou o «i» dentro das matemáticas. Podémolas considerar como os 
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«elementos ideais» da lóxica. Necesitamos tratalas do mesmo xeito ca os elemen-
tos ideais matemáticos: introdúcense se resultan útiles (e que útiles resultaron 
ser!). Pero examinámolos con moito coidado por se poden entrar en contradición 
cos procedementos xa establecidos. Resulta que a tarefa que queda é o exame da 
ausencia de contradicións dos procesos transfinitos. 

Polo tanto, o programa de Hilbert é o exame matemático da lóxica mesma 
aplicada ás matemáticas, é dicir, de deducións, demostracións etc. Unha condi-
ción previa para facelo é limpar estas ideas de calquera imprecisión que se lles 
poida asociar por expresións lingüísticas inexactas e extraer delas a súa forma pura 
non ambigua. 

Só foi posible comezar a examinar os números de maneira precisa cando, logo 
de deixar de falar de cinco dedos ou cinco mazás ou cinco frases, consideramos 
a forma pura que tiñan en común todos estes. É o que chamamos o seu número 
e denotamos co signo 5. Do mesmo xeito, se queremos examinar as declaracións, 
debemos ignorar o seu contido. Por exemplo, o que nos interesa en afirmacións 
como «2 × 2 = 4», «só podemos debuxar unha liña recta a través de dous puntos» 
ou «a neve é branca» é o que é común a todas elas. Este é, por suposto, o feito de 
que son verdadeiras. Podemos introducir un novo símbolo para isto, por 
exemplo . O valor lóxico común das afirmacións «2 × 2 = 5», «dúas rectas 
sempre se cortan en dous puntos» ou «a neve é negra» é que son todas falsas. O 
símbolo para isto podería ser ¯ (como un polgar cara a arriba, que significaba 
vida, e un polgar apuntando cara a abaixo, que significaba morte nos antigos 
circos romanos). 

En matemáticas só nos interesan as declaracións que asumen un ou outro 
destes valores lóxicos (é dicir, aquelas que son verdadeiras ou falsas). 

E aquí estamos, a piques de construírmos unha especie de aritmética, moito 
máis sinxela que a dos números naturais. 

Hai un número infinito de números naturais, pero aquí só hai dous valores. 
Será moi fácil facer as táboas para as distintas operacións. 

Imos, de feito, tratar con cálculos; ata haberá operacións lóxicas. Estas serán 
as conexións entre diferentes afirmacións, conexións que atopamos todo o tempo 
en matemáticas. 
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Calquera en matemáticas pode descubrir facilmente en que consisten estas 
conexións dun xeito moi sinxelo, sempre que non fale todas as linguas. Todo o 
que ten que facer é coller un libro sobre matemáticas escrito nunha lingua que 
non coñece e tomar nota das palabras que se ve na obriga de buscar no dicionario 
mentres o le. Sorprenderase ao descubrir que cando aprendeu as expresións:  

    «non», «e», «ou», «se…, entón», «entón e só entón», «todo…», «existe…», 

despois dun tempo, non será consciente de que está a ler unha lingua estranxeira, 
pois entenderá todo perfectamente. As fórmulas son, por suposto, internacionais, 
o texto só serve para destacar, e isto non é absolutamente indispensable. Por outra 
banda, as conexións lóxicas necesarias están entre esas poucas expresións que 
enumeramos. 

Cal é, por exemplo, a táboa para a palabra «non»? É moi simple. A negación 
dunha afirmación verdadeira (por exemplo, «2 × 2 non é igual a 4») é claramente 
falsa; e que a negación dunha afirmación falsa é verdadeira é igual de claro (por 
exemplo, «2 × 2 non é igual a 5»). Polo tanto, a táboa de «non» é a seguinte:  

non		=	¯	

non	¯	=		

É habitual abreviar a palabra «non» co seguinte signo:  

¬	
Por exemplo,  

¬(2	×	2	=	5)	

é a negación de 2 × 2 = 5. Con esta notación a táboa para «non» é a seguinte: 
¬	=	¯	

¬¯	=		

Do mesmo xeito, podemos escribir facilmente a táboa correspondente á 
operación lóxica «e». Se dúas declaracións son verdadeiras e as conectamos cun 
«e», de novo obteremos unha declaración verdadeira. 

Por exemplo «2 × 2 = 4 e só se pode debuxar unha recta pasando por dous 
puntos» é certamente certa. Polo tanto:  

	e		=		
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Pero, por outra banda, abonda que unha das instrucións conectadas sexa falsa 
para arruinalo todo. A afirmación «2 × 2 = 4 e 2 × 3 = 7» é unha declaración falsa, 
malia que ten unha parte verdadeira. Por suposto, conectar dúas declaracións 
falsas por medio de «e» vai falsificar aínda máis con seguridade. Así, a táboa pode 
ser continuada do seguinte xeito:  

	e	¯	=	¯	

¯	e		=	¯	

¯	e	¯	=	¯	

Esgotamos así todas as posibilidades. É unha boa táboa de multiplicación 
finita, moito máis simple que calquera táboa de multiplicación alxébrica. 

Que tal buscarmos a táboa para «ou»? Antes de nada, debemos deixar claro 
en que tipo de «ou» estamos a pensar. As expresións lingüísticas son, neste 
contexto, bastante ambiguas. 

Ou ben todos estamos tolos e morreremos todos,    
ou ben a nosa crenza se fará realidade. (Endre Ady) 

Unha delas ocorrerá sen dúbida, pero non poden suceder ambas as dúas. Son 
mutuamente excluíntes. 

«Se dividimos o Sáhara en dúas metades, o noso león estará nunha metade ou 
na outra». 

Certamente estará nunha das metades, pero podería estar en ambas se estivese 
na fronteira. 

«Unha persoa está comendo ou falando». 
Estas dúas son mutuamente excluíntes, pero ningún dos dous ten que ser ne-

cesariamente o caso. É posible facer outra cousa coa boca, por exemplo, non 
necesitamos abrila. 

En matemáticas a palabra «ou» úsase principalmente no segundo sentido. 
Dito doutro xeito, as declaracións relacionadas coa palabra «ou» poden 
considerarse verdadeiras se polo menos unha das declaracións é certa. Incluímos 
o caso no que ambas son verdadeiras, pero excluímos o caso no que ningunha 
delas é certa.  
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En consecuencia, a táboa do «ou» é:  

	ou		=		

	ou	¯	=		

¯	ou		=		

¯	ou	¯	=	¯	
Unha vez que obtivemos a nosa táboa, podemos considerar a táboa como a 

definición da operación lóxica «ou». Limpamos a palabra de toda imprecisión 
lingüística, a conexión nunca será ambigua. Os outros dous «ou», é dicir, aqueles 
cos outros dous sentidos, poden ser definidos de forma igual de precisa, facendo 
uso do noso «ou». 

É obvio que tamén vai haber algunhas regras de manipulación. Por exemplo, 
en ambas as operacións «e» e «ou», a orde das dúas instrucións é intercambiable, 
igual ca os factores dun produto. 

Non quero esgotar completamente este asunto, aínda que non tardaría moito 
en percorrer todas as posibilidades, xa que, con só dous valores lóxicos, non pode 
haber moitos. En vez diso, preferiría mostrarche que se pode «xogar á aritmética» 
con estas operacións. Por exemplo, sabemos que podemos multiplicar as 
potencias da mesma base engadindo os expoñentes e deste xeito reducimos unha 
multiplicación a unha adición. Haberá tamén relacións semellantes entre as 
operacións lóxicas?  

Tomemos un exemplo típico dunha novela de detectives. Trátase de descubrir 
o asasino a partir do seguinte conxunto de feitos:  

«Nun caso de asasinato hai dous sospeitosos, Pedro e Paulo. Inte-
rrogouse a catro testemuñas.  

A primeira testemuña declara o seguinte:  
“Pedro é inocente”.  
A segunda declara o seguinte:  
“Paulo é inocente”.  
A terceira declara:  
“Polo menos unha das dúas últimas confesións é certa”.  
A cuarta finalmente di:  
“Afirmo categoricamente que a terceira testemuña mentiu”.  
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Ao examinar os feitos do caso, resultou que a cuarta testemuña tiña 
razón. Quen é o asasino?». 

Analicémolo, retrocedendo paso a paso. Probouse que a cuarta declaración 
era certa, polo que a terceira testemuña mentiu na declaración. Polo tanto, non 
é certo que das dúas primeiras confesións polo menos unha sexa certa. Ningunha 
pode ser certa. Non pode ser certo que Pedro é inocente nin que Paulo é inocente. 

Ambos son asasinos. Tiveron que ser cómplices. 
Agora intentemos chegar ao miolo lóxico do argumento. 
Non adianta coñecermos a literalidade das declaracións, temos que considerar 

os seus valores lóxicos como descoñecidos, xa que non sabemos se son verdadeiras 
ou falsas. Chamamos aos valores lóxicos das dúas primeiras declaracións p e q, 
respectivamente. A terceira testemuña testificou que, deses dous, polo menos un 
é certo, e (como a nosa «ou», a operación expresa xustamente este tipo «polo 
menos»), simbolicamente, 

p	ou	q	

é unha afirmación verdadeira. A cuarta testemuña nega isto; o símbolo de 
negación é ¬, polo que, segundo ela, é verdade 

¬(p	ou	q).	

Analizando a cuestión, chegamos á conclusión de que isto é o mesmo que 
dicir que é verdadeiro o contrario tanto da primeira coma da segunda declaración, 
de xeito que realmente é verdadeiro 

¬p	e	¬q.	

O contido do argumento é que tanto que p e q sexan verdadeiras como falsas, 
a declaración  

¬(p	ou	q)	

é completamente equivalente á afirmación 

¬p	e	¬q,	

e deste xeito podemos pasar dunha conexión «ou» a unha conexión «e», e 
viceversa. 

Por suposto, o camiño a tales relacións non pasa por ningún tipo de conto ou 
adiviñanza. A súa verdade pódese comprobar mecanicamente. Podemos escribir 
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para p e para q os valores  e ¯ respectivamente, e ver se as dúas declaracións 
anteriores sempre dan o mesmo valor. Hai catro posibilidades que comprobar:  

(1) Tanto p como q teñen o valor , 
(2) p ten o valor , pero q ten o valor ¯, 
(3) p ten o valor ¯, pero q ten o valor , 
(4) p e q teñen o valor ¯. 

Analicemos o primeiro caso. Cal será o valor da declaración  
¬(p	ou	q)	

se p e q teñen o valor ? De acordo coa táboa para o «ou» (non te molestes en 
pensar, só busca na táboa),  

	ou		=	,	
polo que, neste caso, 

p		ou	q		=	,	

e así estamos fronte a unha declaración  

¬.	

Pero, segundo a táboa do «non», o seu valor é 

¯.	

Agora, cal será o valor da declaración 

¬p		e	¬q		
se ambas p e q teñen o valor ?  

Neste caso  
¬p	=	¬	=	¯	

e 
¬q	=	¬	=	¯,	

así que estamos a tratar coa declaración  

¯	e	¯,	

e, de acordo coa táboa para o «e», isto é igualmente  
¯.	



III. AUTOCRÍTICA DA RAZÓN PURA 

276 

Do mesmo xeito pódese demostrar que, nos outros tres casos, as dúas decla-
racións consideradas teñen sempre o mesmo valor. 

Se queres, tamén podemos «xogar á álxebra». Podemos pensar nunha decla-
ración, levar a cabo todo tipo de operacións lóxicas con ela e, finalmente, dicir 
se obtivemos unha afirmación verdadeira ou falsa. Pedímoslle a alguén que des-
cubra se partiramos dunha afirmación verdadeira ou falsa. O seguinte tipo de 
xogo ten especial importancia aquí:  

«Pensa nunha declaración, conéctaa por medio de “ou” á súa propia negación. 
Non fai falta que me digas nada máis. Eu xa sei que vas obter unha declaración 
verdadeira». Podemos escribilo da seguinte maneira: a declaración que se pensa 
é p, a súa negación é ¬𝑝, a súa conexión por medio de «ou» é  

p		ou	¬𝑝.	

E o noso contencioso é que o valor desta afirmación está obrigado a ser , 
tanto se p era  como se era ¯. Ímolo probar. 

 Se o valor de p é , entón, pola táboa do «non», 

¬𝑝	=	¬	=	¯,	

así que estamos a tratar coa declaración  

	ou	¯.	

Podes comprobar coa táboa para «ou» que o seu valor é de feito . 
Se, por outra banda, o valor de p é ¯, entón ¬𝑝 = ¬¯ =  pola táboa para 

«non»; por iso estamos a tratar coa declaración  
¯	ou	,	

e, segundo a táboa para «ou», o valor disto tamén é . 
Xa que logo, hai conexións entre afirmacións que resultan sempre verdadeiras, 

con independencia das declaracións que interveñen nelas, é dicir, 
independentemente non só dos contidos, senón incluso dos valores lóxicos das 
declaracións. Son verdadeiras por completo pola súa estrutura lóxica; chámanse 
tautoloxías. Estas declaracións desempeñan un papel crucial nas matemáticas. 

Podemos seguir co xogo de agochar o valor inicial. Por exemplo: «Pensei nun 
número e afirmo que é un número par. Agora farei algunhas operacións con esta 
declaración». Podemos escribir a declaración do seguinte xeito:  
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«𝑥	é	par»	

será verdadeira ou falsa dependendo de quen é 𝑥, claro. 
Por exemplo, se 𝑥 = 4, é certo; se 𝑥 = 7, é falso. 
Polo tanto, trátase dunha afirmación cuxo valor é unha función de 𝑥. Por 

conseguinte, chegamos á teoría das funcións lóxicas. 
Non hai razón para que non consideremos funcións lóxicas de varias variables. 

«Pensei en tres puntos e declaro que todos se atopan na mesma liña recta». 
Podemos escribir esta afirmación deste xeito:  

«𝑥, 𝑦	e	𝑧	están	todos	nunha	mesma	recta».	

E o seu valor lóxico depende da elección dos puntos 𝑥, 𝑦 e 𝑧. Se eliximos tres 
puntos deste xeito 

	
entón é verdade; se os escollemos deste outro 

	
entón é falso. Debemos ter coidado aquí porque as incógnitas non son elixidas 
completamente ao azar. No primeiro exemplo temos que elixir entre os números 
naturais, no segundo exemplo 𝑥, 𝑦 e 𝑧 deben proceder dos puntos dun plano ou 
dun espazo tridimensional. Pero xa estamos familiarizados con isto do campo 
das funcións matemáticas. Naqueles casos tamén foi necesario especificar de que 
conxunto se podían seleccionar as incógnitas. Aquí este conxunto denomínase 
«universo de discurso» da función en cuestión. 

Agora temos que introducir as operacións perigosas. Aplicámolas a estas 
funcións lóxicas. Tal é, por exemplo, a palabra «todo». Aplicamos esta operación 
á nosa primeira función lóxica:  

«para todos os	𝑥	eu afirmo que	𝑥	é par» 

(naturalmente 𝑥  enténdese escollido entre os números naturais). Certamente 
obtemos unha declaración, aínda que falsa, xa que podemos pensar 
instantaneamente un exemplo do contrario, por exemplo 5 non o é. Polo tanto  

«𝑥	é	par	para	todos	𝑥»	=	¯.	

x y z

x
y

z



III. AUTOCRÍTICA DA RAZÓN PURA 

278 

Por outra banda, se aplicamos a palabra «existe» á nosa función, obteremos 
unha afirmación verdadeira:  

«existe	un	𝑥	tal	que	𝑥	é	par»	

porque, por exemplo, 4 é par, e así 

«existe unha	𝑥	para	a	que	𝑥	é	par»	=	.	

Podemos ver que as palabras «todo» ou «existe» significan operacións lóxicas 
que podemos aplicar ás funcións lóxicas e obter declaracións con valores 
definidos. No noso exemplo a afirmación que comeza con «todo» tiña definiti-
vamente o valor ¯, con independencia de 𝑥, e a declaración que comeza con 
«existe» tiña o valor definido . 

Estas novas operacións trouxeron con elas os elementos transfinitos. «Algo é 
certo para todos os elementos do universo de discurso»; se o universo de discurso 
é infinito, como ocorre cos números naturais ou co conxunto de puntos dun 
plano, entón falamos do infinito coma se fose algo acabado e pechado nas nosas 
mans. «Hai un 𝑥 nun universo infinito de discurso», coma se puidésemos buscar 
por todo este universo infinito e atopar nel o 𝑥  que estamos a buscar. As 
declaracións anteriores son afirmacións sobre o «infinito actual» e a «existencia 
pura» respectivamente. 

As declaracións «existe» indican algo sobre un elemento sen poder mostrar ese 
elemento. Así apareceron os «elementos ideais» na lóxica, que só pode adquirir 
dereitos cívicos despois de probas de non-contradición. 

As declaracións da teoría das funcións lóxicas pódense formular de xeito tan 
exacto coma a identidade  

𝑝	ou	¬𝑝.	

Para eliminar calquera risco de contaminación nestas declaracións puramente 
lóxicas, debido á inexactitude da linguaxe, é mellor introducirmos signos en lugar 
de palabras ambiguas de uso xeral. Así foi como naceron os libros de lóxica sim-
bólica comprensibles a nivel internacional nos que, páxina tras páxina, non 
aparece ningunha palabra, están esencialmente repletos de símbolos. 

Calquera especialista percibe o significado dos símbolos, coma quen sabe 
música oe a melodía ao ler unha partitura. 
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Os primeiros intentos de creación dunha linguaxe lóxica unívoca débense a 
Leibniz. Desde entón, moitas persoas contribuíron ao seu desenvolvemento, ata 
que, finalmente, Hilbert, co seu compañeiro Bernays, a transformaron no ins-
trumento fino e flexible de hoxe, que dá aos métodos dedutivos da matemática 
unha forma tan exacta que poden converterse en obxectos de investigación mate-
mática. 
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21. ANTE A CORTE SUPREMA DAS MATEMÁTICAS 

Chegou o momento de considerarmos unha rama delimitada das matemáticas e 
establecermos se pode haber contradicións nela. 

Xa sabemos cales son os métodos para tal delimitación: temos que, dalgunha 
maneira, acceder ás condicións fundamentais satisfeitas polos teoremas 
relevantes, é dicir, os axiomas, e entón podemos dicir que esta rama do coñece-
mento consiste no que se pode deducir destes axiomas. 

Podemos escribir os axiomas na linguaxe da lóxica simbólica e así consistirán 
nunha certa sucesión de símbolos matemáticos e lóxicos, sen posibles palabras 
ambiguas que se entremetan. 

Hai outra cuestión que debemos examinar coidadosamente. Que entendemos 
cando dicimos que se pode deducir algo dos axiomas? Noutras palabras, debemos 
aclarar con precisión os pasos dunha dedución. 

Cando deducimos a veracidade dunha declaración a partir da veracidade 
doutra declaración e escribimos isto na nosa linguaxe de símbolos, o que 
acontece é que pasamos dunha sucesión de símbolos a outra. Volvamos un mo-
mento á solución de ecuacións, que tamén consistiu nalgúns pasos. 

Por exemplo, era útil pasarmos da sucesión de símbolos  
5𝑥
2 + 3 = 18	

a outra  
5𝑥
2 = 15.	

Pensamos con moito coidado antes de facelo, dicindo que, se despois de 
sumarlle 3 a un número obtivemos 18, o número tiña que ser 15. Pero despois 
decatámonos de que formalmente a única diferenza entre as sucesións de signos 
era que na primeira sucesión había un termo 3 para sumar e non hai rastro del 
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na segunda sucesión, mentres que o número á dereita era 3 unidades menor ca o 
que era na primeira sucesión. Deducimos a regra puramente formal segundo a 
cal, nunha ecuación, podemos pasar dun lado a outro un termo dunha suma 
como ese mesmo termo para ser restado, e despois fixemos uso desta regra sen 
darlle máis voltas á cuestión. A dedución que se pensou na consideración do seu 
contido converteuse así nunha regra mecánica do xogo. 

«Algúns símbolos poden moverse aquí e alí con certas modificacións». É coma 
as regras do xadrez: por exemplo, o rei pode moverse un espazo en calquera 
dirección. 

É o que se pode facer dun xeito moi xeral cando facemos outras deducións 
dos nosos axiomas. Observamos que alteracións formais na sucesión de símbolos 
corresponden ás deducións e entón empregamos esta alteración formal sen 
consideracións de contido. 

Feito isto, podémonos esquecer do obxectivo desta rama de coñecemento e 
podemos dicir algo así: temos algunhas sucesións de símbolos sen sentido (ás que 
lles chamaremos axiomas) e algunhas regras de xogo, que nos din a que sucesións 
de símbolos podemos pasar desde unha sucesión dada (estas chamaranse regras 
de dedución). 

Este sistema de teoremas e de probas, posto en mans matemáticas expertas, 
convértese de feito nun material tan flexible e dócil coma os propios números: 
pode sometelos a todos os procesos matemáticos de valor recoñecido. 

Estes procedementos, por outra banda, non deben aplicarse mecanicamente 
como regras dun xogo. Cada paso debe ser sopesado coidadosamente: ver se se 
trata realmente dunha forma de dedución incontestablemente permitida e que 
non se coaron elementos «perigosos» pola porta traseira? Non debe perderse de 
vista o verdadeiro obxectivo nin un momento: queremos xustificar o uso de 
elementos transfinitos nunha rama concreta do coñecemento, e non tería ningún 
sentido tal xustificación se permitísemos que outros elementos tan, ou máis, peri-
gosos formasen parte da xustificación. As ferramentas deben manterse absoluta-
mente puras, tan puras que nin o máis puntilloso dos intuicionistas teña algo 
que dicir delas. 

Aquí é onde as matemáticas están divididas pola metade. Nunha parte están 
os sistemas completamente formais, con regras formais de procedemento no 
canto de deducións; a outra metade é unha especie de «corte suprema» que valida 
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coidadosamente o contido de cada paso e non usa máis que deducións libres de 
perigo. Esta metamatemática, dalgún xeito, supervisa os sistemas formais e o seu 
obxectivo principal é demostrar que as diferentes ramas de coñecemento obxecto 
das súas investigacións están exentas de contradicións internas. 

Pero se queremos saber se as nosas regras de xogo nos poden levar a 
contradicións, non será necesario examinar tamén o contido das declaracións que 
conforman o sistema? Naturalmente poderiamos pensar que as contradicións, 
máis ca na forma, residen no contido das declaracións. 

En realidade, abonda con examinarmos unha única contradición; por 
exemplo (se os números naturais pertencen ao sistema) esta:  

1	=	2	

Esta simple sucesión de símbolos pódese recordar como unha sucesión de 
signos formais. Observamos que unha sucesión dun 1, o símbolo = e un 2 
significa unha contradición. Non precisamos nada máis para a nosa demostra-
ción. Xa falei dalgunha demostración con truco que proba que 1 = 2, e xa 
advertín daquela que se introducimos camuflada aínda que só sexa unha 
declaración contraditoria, entón é posible demostrar calquera cousa, en par-
ticular que 1 = 2. Polo tanto, abonda con demostrar que a fórmula 1 = 2 non 
pode deducirse dentro do sistema. De ser o caso, teremos a seguridade de que 
non se puido coar ningunha contradición. 

O problema para a metamatemática, formulado con exactitude, é este: 
mostrar que, a partir das sucesións iniciais de símbolos chamados axiomas do 
sistema, nunca podemos alcanzar a sucesión 1 = 2 empregando as regras de pro-
cedemento dadas. 

O propio Hilbert mostrou en certos casos sinxelos como probar esa ausencia 
de contradición e despois algúns dos seus alumnos xeneralizaron o procedemento 
en sistemas máis amplos. O primeiro no campo, mesmo antes de Hilbert, foi en 
realidade Gyula Kőnig, quen implantou en Hungría case todas as ramas da 
matemática moderna. 

Estabamos preparados para examinar toda unha extensa rama do 
coñecemento; tiñamos todas as ferramentas listas. A primeira rama que examinar 
parecía bastante natural, a dos números naturais. Todo indicaba que, cunha 
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pequena concentración de forzas, as ideas de Hilbert poderían estenderse a toda 
a teoría de números, incluídas todas as ideas perigosas inherentes. 

Entón ocorreu algo. A «teoría de probas» de Hilbert, esta nova rama da ciencia 
que medraba con lentitude e prudencia, foi sacudida por unha verdadeira 
tormenta. 

Un mozo matemático vienés chamado Gödel, empregando exactamente os 
métodos da teoría de probas, demostrou que a ausencia de contradición da teoría 
de números non pode ser probada con ferramentas que son expresables formal-
mente dentro do sistema. (Veremos como o demostrou no último capítulo). 

Asegurémonos de que o significado de todo isto está claro. A metamatemática 
non utiliza ferramentas formais; se estamos a traballar en metamatemática, é 
necesario que saibamos exactamente o que estamos facendo, debemos facer a 
dedución conscientemente, non mecanicamente. Por suposto, isto non quere 
dicir que sería imposible converter estas deducións en regras formais de 
procedemento. Isto sería posible, naturalmente, para alguén que quixese xogar 
con estas ideas, á marxe dos obxectivos fixados pola metamatemática. Para iso, 
nin sequera é necesario ser John von Neumann, cuxo dito se volveu proverbial: 
outros matemáticos proban cousas que saben, Neumann demostra o que quere 
demostrar. (Sábese que dixo nun congreso en Boloña que a formalización da 
metamatemática non carecía de interese, pero que el mesmo a levaría a cabo por 
unha caixa de bombóns). Se formalizásemos a metamatemática, parecería evi-
dente que os seus métodos de dedución, construídos con coidado para evitar 
todos os elementos perigosos, deberían ser formalizados nun marco moito máis 
estreito que a rama do coñecemento examinada cos seus elementos transfinitos. 
Pero non, o resultado de Gödel di que esta ausencia de contradición só se pode 
demostrar por medio de métodos que van máis aló dos do sistema examinado. A 
quen pode satisfacer unha xustificación dos elementos perigosos por métodos 
tomados dunha esfera máis ampla que a do propio sistema? Parecía que a teoría 
da proba fallara, que podían ir pechando a tenda e marcharen para a casa. 

Hilbert non se deu por vencido. Estaba convencido de que existía unha saída, 
un proceso de dedución que, aínda que superaba os cadros do sistema analizado, 
apelaba a unha facultade concreta da nosa razón finita e parecía, polo tanto, 
aceptable para os intuicionistas. 
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A procura de tales métodos de dedución comezou inmediatamente e foi 
coroada con éxito. Gentzen atopou a ferramenta necesaria para a metamate-
mática en forma de «indución transfinita» e, coa axuda desta ferramenta, conse-
guiu demostrar a ausencia de contradición de toda a teoría de números. O rabaño 
de números naturais pode vivir e crecer en paz; ningún lobo vai xurdir entre eles. 

A «indución transfinita» parece moi perigosa. En realidade o que significa 
pode ser expresado polo seguinte argumento inocente. 

Se comezamos por calquera membro da sucesión dos números naturais  

1,	2,	3,	4,	5…	

por moi lonxe que estea, se damos pasos arbitrarios cara a atrás, con toda 
seguridade só podemos dar un número finito de pasos. 

Aínda que empecemos en 1 millón e retrocedamos en pasos dunha lonxitude 
de unidade, chegaremos a 1 despois dun millón de pasos. 

Agora imos reordenar a sucesión de números naturais, por exemplo, tomando 
primeiro os números impares e despois os números pares:  

1,	3,	5,	7…	2,	4,	6,	8…	

Se camiñamos cara a atrás neste arranxo, é dicir, se seguimos elixindo números 
cada vez máis e máis próximos ao comezo, as nosas opcións terminarán 
necesariamente despois dun número finito de pasos. De feito, se comezamos cun 
número impar, entón a cousa é tan obvia como na sucesión orixinal dos números 
naturais. Se comezamos por un par, podemos ver do mesmo xeito que, indo cara 
a atrás, tarde ou cedo quedaremos sen números pares, e despois poderemos elixir 
só un número impar. No momento en que saltamos aos números impares, por 
grande que elixamos un número, movémonos nunha soa sucesión e isto é como 
a sucesión dos números naturais na súa disposición orixinal. 

Por suposto, é posible reordenar a sucesión dos números naturais dun xeito 
moito máis complicado. Por exemplo, poderiamos enumerar os números 
naturais dividíndoos en grupos do seguinte xeito: números divisibles por 3, os 
números que son 1 máis ca os números divisibles por 3, os números que son 2 
máis ca os números divisibles por 3 (imos incluír o 0, por aquilo da ordenación):  

0,	3,	6,	9…,	1,	4,	7,	10…,	2,	5,	8,	11…	
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Se comezamos con calquera dos números do terceiro grupo, debemos saltar 
ao segundo grupo despois dun número finito de pasos, e entón a situación é a 
mesma ca no caso considerado. 

É posible obter un número infinito de grupos, por exemplo, separando os 
números impares, despois aqueles que son divisibles só pola primeira potencia 
de 2, despois os que son divisibles pola segunda potencia 2! = 4, despois aqueles 
que son divisibles pola terceira potencia 2" = 8 e así sucesivamente:  

1,	3,	5,	7…,	2,	6,	10,	14…,	4,	12,	20,	28…,	8,	24,	40,	56…	

Non debemos ter medo de termos un número infinito de grupos, polo de 
agora comezamos cun número concreto, que debe estar nun dos grupos que só 
pode ser precedido por un número finito de grupos. 

Xa vimos que camiñar cara a atrás en cada caso implica pasar dun arranxo 
máis complicado a outro menos complicado. Polo tanto, debería estar claro que, 
se partimos de calquera disposición da sucesión de números, por máis com-
plicada que sexa, e pasamos a arranxos cada vez menos complicados, un número 
finito de pasos levaranos a unha sucesión sinxela sen complicacións. 

O que usa Gentzen na súa proba é o feito de que, a partir dun arranxo 
considerablemente máis complicado ca os que acabo de mencionar, aínda hai só 
un número finito de pasos para volver ao comezo. Esta é unha especie de afir-
mación facilmente concibible polas nosas mentes finitas, pero sáese do marco do 
sistema considerado. 

Como se pode usar esta ferramenta como proba de non-contradición? Un 
argumento para mostrar a non-contradición adoita ser algo así: supoñamos que 
alguén atopou unha contradición que se pode deducir dos axiomas do sistema. 
Devolve unha proba, que comeza cos axiomas, procede mediante as regras de 
decisión admitidas e remata con 1 = 2. Temos que demostrar que esta proba é 
falaz; de feito debemos atopar o fallo. 

Se non hai elementos perigosos na proba, é claro que podemos atopar o fallo 
nela. Se o noso punto de partida é correcto, entón os métodos de proba 
xeralmente aceptados só poderían levar a alguén ao resultado 1 = 2 se cometeu 
algún erro. 

Pero se algún elemento transfinito caeu na proba, entón non é tan seguro. A 
contradición podería ser o resultado directo do uso de elementos transfinitos. 
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O final da proba é: 1 = 2. Non hai trazas de ideas transfinitas. Se estas ideas, 
non obstante, chegaron á proba, entón o único que podería acontecer, segundo 
o hábito inveterado de elementos ideais, é que aparecesen, fixesen algo e volvesen 
desaparecer. Poderíase completar a proba sen eles, como pasa con algunhas 
fórmulas trigonométricas que se poden probar coa axuda de «i» pero tamén sen 
el? 

Se só aparece un elemento perigoso ou se só aparecen uns poucos de xeito 
independente uns dos outros, este é o caso. Hilbert demostrou que tales probas 
podían ser transformadas en probas inofensivas e nestas o defecto pódese detectar 
facilmente. 

Pero, desgraciadamente, como fantasmas incorpóreos que se atravesan uns 
aos outros sen dificultade, os elementos ideais poden presentarse tan enguede-
llados como poidas imaxinar. E os elementos transfinitos non poden ser elimi-
nados tan facilmente destas probas tan complicadas. 

Gentzen notou que as complicacións reais que aparecían nas probas lle 
recordaban as diferentes formas máis e máis complicadas de reorganizar a 
sucesión dos números naturais. Se aplicamos o método de Hilbert a unha proba 
tan entrambilicada, os elementos transfinitos non desaparecen dela, pero 
podemos converter a proba noutra menos complexa cuxa complicación se 
corresponde cunha reorganización máis simple da sucesión dos números. O mes-
mo acontece se repetimos o procedemento de Hilbert, aplicándoo a esta proba 
menos complicada. Xa sabemos que ao avanzar por xeitos cada vez menos 
complicados de reordenar a sucesión de números naturais chegamos a unha su-
cesión sen ningunha complicación tras un número finito de pasos. Polo tanto, 
empregando o procedemento de Hilbert un número finito de veces, deberiamos 
chegar a unha proba sen ningunha complicación, é dicir, unha proba que non 
conteña elementos transfinitos, e en tal proba o defecto pódese atopar facilmente. 

Este é un argumento matemático fermoso e absolutamente puro; o resultado 
tamén ten unha importancia enorme. A nosa confianza nos antigos procede-
mentos agora pode restaurarse, polo menos no caso da teoría de números. A 
maioría de matemáticos, é dicir, aqueles que nin sequera queren saber dos perigos, 
consideran a teoría de probas como algo alleo a eles; considérana como filosofía 
máis ca matemáticas. Só recoñecen a raison d’être dunha nova rama das mate-
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máticas se pode empregarse de forma creativa noutras ramas da matemática. Hil-
bert queríalles mostrar o tipo de cousas que pode facer a teoría de probas, e 
someteu aos seus métodos un dos problemas máis grandes e máis coñecidos da 
teoría de conxuntos, a hipótese do continuo. 

O problema é o seguinte: no conxunto dos números naturais, ordenados en 
orde de magnitude, hai unha orde perfecta. Cada número ten un sucesor 
inmediato, por exemplo 4 vén directamente despois de 3, 13 vén directamente 
despois de 12. 

Isto é absolutamente imposible no caso de fraccións, sempre podemos atopar 
outras fraccións máis próximas que calquera fracción dada. 

Isto é aínda peor se temos en conta todos os números reais; estes esténdense 
ao longo da liña de números de forma continua e únense inextricablemente entre 
si. Por iso a súa totalidade é xeralmente referida como o «continuo». 

Poderiamos facer a pregunta sobre as totalidades introducidas por Cantor, se 
cada número é seguido inmediatamente por outro. A resposta á pregunta é 
afirmativa; a partir deste punto de vista os números infinitos son similares aos 
números naturais. O menor número infinito é o dos números naturais. Poderia-
mos preguntar: cal é o número infinito que o segue inmediatamente? Sabemos 
que o continuo, o número dos números reais, é maior. Pero é o que o segue de 
inmediato ou pode haber outro número entre os dous? Moitas investigacións 
realizáronse a fondo con esta pregunta. Os matemáticos están cada vez máis in-
clinados a crer que o continuo é o número infinito que segue inmediatamente o 
número da sucesión dos números naturais. Isto chámase «hipótese do continuo» 
ou, como os que a cren moi ferventemente, o «teorema do continuo». Pero nin-
guén o conseguiu aínda11. 

Nos últimos anos Gödel (usando as ideas de Hilbert como punto de partida) 
demostrou, usando as ferramentas da teoría de probas, que asumir a hipótese do 
continuo como verdadeira non pode introducir contradicións na teoría de con-
xuntos. Polo tanto, a hipótese do continuo é independente dos axiomas da teoría 

 
11 Nota do tradutor: En 1963, Paul Cohen demostrou que a hipótese do continuo non pode ser probada a 
partir dos axiomas da teoría de conxuntos. De feito, usando unha técnica que se coñece como forcing, foi 
quen de construír un modelo da teoría de conxuntos que inclúe todos os conxuntos clásicos (e outros máis) 
no que non é válida a hipótese do continuo. 
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de conxuntos. A proba é semellante á de que a xeometría de Bolyai está libre de 
contradición; Gödel construíu un modelo dentro da teoría de conxuntos, no que 
os axiomas da teoría de conxuntos e a hipótese do continuo poden levarse ben 
xuntos. 

Despois disto, Hilbert sentíase xustificado ao dicir a quen aínda tiña as súas 
dúbidas sobre a teoría da proba: «Polos froitos coñécense as árbores». 

POST SCRIPTUM: SOBRE A NOSA INTUICIÓN E O INFINITO 

A ausencia de contradición da teoría de números naturais está agora asegurada, 
e a proba pode ser facilmente modificada para demostrar a ausencia de contradi-
cións doutros conxuntos numerables, é dicir, do conxunto de números enteiros 
positivos e negativos, do conxunto de fraccións ou máis xeralmente do conxunto 
de números racionais. 

Aínda nos queda o conxunto de números reais, e aquí atopámonos con novas 
dificultades. 

Atrapamos os números irracionais por medio de —cada vez mellores— 
aproximacións, pechándoos en caixas máis e máis pequenas. No caso de agora, 
non se trata da teoría de números, senón da análise. Aquí xorden infinitos pro-
cesos á dereita e á esquerda, e isto trae novos tipos de perigo. 

Cando falamos por primeira vez sobre este campo de ideas, tiven moito 
coidado de enumerar con toda sinceridade a frase perigosa da que dependía entei-
ramente o éxito ou o fracaso da análise. A frase era a seguinte: «A nosa intuición 
dinos que, se seguimos a construír indefinidamente estes intervalos, un dentro 
do outro e cada vez máis pequenos, a pouca cousa en que se converten ao final 
deberá ser unha parte común de todos eles». Como pode a nosa intuición dicir 
algo sobre un proceso infinito? Quizais esquecemos que non temos absoluta-
mente ningún dereito a aplicar as nosas experiencias do finito ao infinito? Aquí 
vai outro exemplo que nos fará reflexionar sobre o tema. 

Non se precisa experiencia matemática para entender que a distancia máis 
curta entre dous puntos é unha liña recta. Se un hidroavión, despois de apagar 
un incendio en Ourense, regresa dereito a Santiago de Compostela, chegará antes 
que se fai un desvío por Vigo: 
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Deste xeito podemos ver que os dous lados dun triángulo xuntos son máis 
longos ca o terceiro lado. 

Porén, vou demostrar que os dous lados dun triángulo rectángulo suman 
xuntos exactamente a lonxitude da hipotenusa. Isto é evidentemente estúpido, 
pero é o tipo de conclusións ás que pode levar a nosa intuición finita aplicada 
aos procesos infinitos. 

Debuxamos dous pasos na hipotenusa, de xeito que as súas liñas delimitadoras 
sexan paralelas aos laterais horizontal e vertical respectivamente: é obvio que as 
dúas pezas verticais dos pasos, tomadas xuntas, son tan longas como o lado 
vertical do triángulo, e as dúas pezas horizontais xuntas son tan longas como o 
lado horizontal.  

	

A lonxitude total de todas as liñas debuxadas para representar os pasos é igual 
á suma das lonxitudes dos lados vertical e horizontal. 

O mesmo sucede se debuxamos catro pasos.  

	

OurenseVigo

Santiago de Compostela
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As pezas horizontais tomadas en conxunto son iguais ao lado horizontal do 
triángulo, e as pezas verticais son iguais ao lado vertical. 

E, se continuamos subdividindo a hipotenusa,  

	

segue sendo sempre certo que a lonxitude da escaleira é igual ás lonxitudes do 
lado vertical e dos lados horizontais. Por outra banda, mentres seguimos, faise 
cada vez menos posible distinguir a escaleira da hipotenusa e «a nosa intuición» 
dinos que, se seguimos coa subdivisión indefinidamente, a escaleira se xuntará 
coa hipotenusa. Así, a hipotenusa debe ser igual á suma dos outros dous lados. 

Despois diso, deberiamos reflexionar máis sobre a fiabilidade da nosa 
intuición cando se proxecta cara ao infinito. 

Non obstante, é certo que o éxito ou o fracaso da análise depende totalmente 
desa frase crítica. Ou o cremos, sen ningunha base para facelo, simplemente 
porque nos gustaría crelo, ou non hai máis remedio que recorrer aos métodos da 
teoría de probas para ver se tal afirmación pode conducir a unha contradición. 

Hai, xa que logo, máis elementos transfinitos que se introducen no sistema 
de axiomas da análise. Se o admitimos, o sistema será tan amplo que non só 
incluirá o caso da «indución transfinita» de Gentzen, senón tamén outros casos 
moito máis complicados. O teorema de Gödel segue sendo certo neste caso: a 
ausencia de contradición do sistema non pode ser probada por métodos que 
poidan ser formalizados no sistema considerado. Polo tanto, non pode haber 
absolutamente ningunha esperanza de que os métodos utilizados ata agora sexan 
abondo para probar a ausencia de contradicións na análise. 

Hai que buscar novos métodos, probablemente métodos máis precisos que 
antes. A investigación continúa. 
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22. O QUE AS MATEMÁTICAS NON PODEN FACER 

A proba da ausencia de contradicións na teoría de números mostrou unha das 
imperfeccións da axiomatización. 

A indución transfinita empregada alí pode expresarse na linguaxe dos 
números naturais, é un procedemento facilmente concibible por unha mente 
finita. Non obstante, saíu do cadro do sistema de axiomas que cobren a teoría de 
números. 

Este non é un fenómeno único. Non hai un sistema de axiomas que poida 
abarcar exactamente o que pretende circunscribir. Sempre haberá cousas que 
caen na rede e outras cousas que aparecen sen invitación. Todos os sistemas de 
axiomas comprenderán moito e aínda así capturan un pouco. 

O matemático noruegués Skolem mostrou que os sistemas axiomáticos 
capturan un montón. 

Se queremos capturar só a sucesión dos números naturais cos nosos axiomas, 
é dicir, os números naturais na súa orde orixinal, algúns arranxos máis 
complicados desta sucesión vanse coar sen seren convidados, gústenos ou non. É 
imposible illalos. 

Por outra banda, se queremos circunscribir exactamente por medio de 
axiomas un universo de discurso de maior número ca o numerable, por exemplo 
o conxunto dos números reais, sempre haberá un conxunto numerable que, dal-
gún xeito, se abre paso e que satisfai todas as condicións representadas polos 
axiomas. 

Foi o descubrimento sorprendente de Gödel, é dicir, o feito de que calquera 
sistema axiomático que mereza tal nome e que recolla a teoría de números inclúe 
problemas que son indecidibles, o que demostrou que os sistemas axiomáticos só 
son capaces de capturar unha parte do todo. 

Vexamos cal é o significado exacto desta última afirmación. 
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Hai moitos problemas en matemáticas que ata agora non se decidiron. Xa 
mencionei algúns. Por exemplo: hai un número infinito de números primos 
«xemelgos»? (como, por exemplo, 11 e 13, ou 29 e 31). 

A conxectura de Goldbach tamén está sen decidir. Observou que  
		4 = 2 + 2
		6	 = 	3	 + 	3
		8	 = 	3	 + 	5
10	 = 	3	 + 	7	 = 	5	 + 	5,

	

é dicir, parece que os números pares maiores ca 2 se poden expresar como sumas 
de números primos, ás veces de máis dun xeito. 

Isto é certo para os números máis grandes que foron examinados, pero aínda 
hoxe é unha conxectura que sexa certo para todos os números pares. 

A conxectura de Fermat é a que máis fama adquiriu. Sabemos que 
3# + 4# = 9 + 16 = 25 = 5#

3# + 4# = 5#	
	

e hai outros números enteiros, ademais destes, que se elevamos ao cadrado dous 
deles e sumamos estes cadrados obtemos o cadrado do terceiro como resultado. 
Fermat, escribindo notas na marxe dun libro, fixo a observación de que atopara 
unha proba de que isto era imposible para os expoñentes maiores ca 2, só que 
non había espazo na marxe para a proba. A afirmación, noutras palabras, é que 
é imposible pensar tres números enteiros 𝑥, 𝑦 e 𝑧 para os que a relación  

𝑥! + 𝑦! = 𝑧!		

ou 
	𝑥" + 𝑦" = 𝑧"		

ou  
𝑥$ + 𝑦$ = 𝑧$	 

sexa certa. 
Fermat morreu hai tempo, e desde entón houbo moitos intentos de 

reconstruír a proba, con pouco éxito. Esta falta de éxito, nun caso en que alguén 
é reputado por ter tido as probas nas súas mans, espertou tal interese por este 
problema, intrinsecamente pouco interesante, que ata houbo testamentos que 
deixaron substanciosos legados a quen resolver o problema. Non é de estrañar 
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que isto espertase a imaxinación de non-profesionais, aínda máis que a cuadra-
tura do círculo. Afortunadamente, o seu ardor pronto se foi atenuando, ao perder 
o diñeiro legado todo o seu valor. 

Con todo, este problema tivo un efecto fertilizante sobre as matemáticas. 
Levou á introdución de novos elementos ideais, chamados, precisamente, ideais, 
para poder abordar o problema, e estes mostráronse moi útiles tamén nas ramas 
máis importantes da álxebra. Pero, aínda así, a conxectura de Fermat só foi 
probada no caso de expoñentes particulares12; na súa xeneralidade está sen decidir 
aínda hoxe13. 

Pero, ademais destes, hai problemas matemáticos que se demostraron 
insolubles mediante certos métodos limitados. Estes son os problemas que se 
decidiron, pero negativamente. Un deses problemas foi, por exemplo, a resolu-
bilidade das ecuacións do quinto grao ou a cuadratura efectiva do círculo. A tri-
sección dun ángulo e a duplicación do cubo tamén pertencen a esta categoría de 
problemas. 

Probouse que estes non se poden efectuar só mediante regra e compás. 
Podemos dividir un ángulo en dúas partes iguais usando estes instrumentos, pero 
non o podemos dividir en tres partes iguais. A duplicación do cubo correspón-
dese á duplicación do noso estanque no espazo tridimensional. No plano conse-
guimos construír o lado do cadrado con regra e compás; no espazo tridimen-
sional a construción da aresta dun cubo cuxo volume é o dobre do volume dun 
cubo dado non é posible cos instrumentos permitidos. Este problema é referido 
como o problema de Delos, xa que os deuses aparentemente esixían do pobo de 
Delos, que estaba sendo afectado pola peste, que dobrase o tamaño do seu altar, 
que tiña a forma dun cubo. De nada serviu toda a boa vontade do mundo. Platón, 
máis tarde, consolounos dicíndolles que os deuses estaban realmente empregan-
do o problema como un medio para inculcar nos gregos as virtudes de estudar 
xeometría. 

 
12 Nota do tradutor: A francesa Sophie Germain (1776-1831) foi a primeira persoa en deseñar un plan de 
ataque global, para o que introduciu os que hoxe se coñecen como primos de Germain, os números primos 
da forma 2𝑝 + 1, con 𝑝 primo. 
13 Nota do tradutor: Finalmente, Andrew Wiles, en 1995, conseguiu unha proba para o que se coñece como 
último teorema de Fermat, usando curvas elípticas. 
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O teorema de Gödel, por outra banda, non trata de problemas que ata agora 
non se resolveron nin se decidiron negativamente, senón de problemas indeci-
dibles no sistema de axiomas en cuestión. 

Vexamos un esbozo do argumento de Gödel. 
Supoñamos que temos un sistema de axiomas ben construído para os 

números naturais, é dicir, para a teoría de números. Nos axiomas incluímos todo 
o que necesitamos neste campo. Por suposto que temos coidado de non incluír 
contradicións no sistema. Escribimos todo na linguaxe da lóxica simbólica, e por 
iso cada afirmación asume a forma dunha sucesión de símbolos. 

Agora podemos asociar un número con cada unha destas sucesións de 
símbolos do mesmo xeito que asociamos pares de números con puntos no plano. 
Isto pódese facer do seguinte xeito: temos un número finito de símbolos mate-
máticos e lóxicos; asociamos os primeiros números primos con estes (esta vez, o 
1 pode incluírse entre os números primos). 

Por exemplo, asociémoslle o 1 a si mesmo. Non precisaremos máis símbolos 
para números despois diso, xa que podemos escribir 2 escribindo 1 + 1, 3 
escribindo 1 + 1 + 1 e así sucesivamente. Asociémoslle o 2 ao símbolo «=»; aso-
ciemos 3 co símbolo que significa «non», é dicir, con «¬»; 5 pode asociarse co 
símbolo «+», e así sucesivamente. Non importa en que orde fagamos isto, 
digamos que 17 corresponde ao último símbolo e asociemos os números primos, 
a partir do 19, coas letras que representan incógnitas, como 𝑥, 𝑦…, xa que estes 
ocorren nas declaracións do sistema. Por exemplo, 19 podería corresponder a 𝑥; 
23, a 𝑦, e así sucesivamente. 

Deste xeito obtemos un «dicionario»:  
1 ⋯ 1
= ⋯ 2
¬ ⋯ 3
+ ⋯ 5
⋮ ⋮ ⋮
𝑥 ⋯ 19
𝑦 ⋯ 23
⋮ ⋮ ⋮

	

e del podemos ler inmediatamente que, por exemplo, os tres números  
1, 2, 1	
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corresponden á expresión 
1 = 1.		

Fagamos, agora, un único número a partir de 1, 2, 1. 
Isto pódese facer, naturalmente, con bastante facilidade e de moitas maneiras 

diferentes. Por exemplo, poderiamos sumar os tres números e entón deberiamos 
obter 4. O problema é que este 4 tragou os outros números. É imposible ver cales 
eran os números cos que compuxemos este 4, en que orde estaban ou mesmo 
cantos eran. 

Por exemplo, 4 podería ser 1 + 1 + 2, ou 2 + 1 + 1, ou 1 + 3, ou 3 + 1, ou 
2 + 2; certamente non só  

1	+	2	+	1.	

O que queremos facer é fabricar un número no que poidamos recoñecer 
exactamente as partes que foron usadas para construílo. Hai un xeito de facelo: 
por exemplo, podemos multiplicar os tres primeiros números primos 2, 3, 5 cada 
un elevado á potencia determinada polos números 1, 2, 1. Deste xeito construí-
mos o seguinte produto:  

2% × 3! × 5%<===>===?	= 	10 × 3! 	= 	10 × 9	 = 	90	

Así que asociamos o número 90 coa fórmula 1 = 1. A partir do noso número 
é fácil recoñecermos a fórmula coa que está asociado. Todo o que temos que 
facer é descompoñelo nos seus factores primos en orde de magnitude:  

90 = 	2 × 45
= 	2 × 3 × 15
= 	2 × 3 × 3 × 5
=	2% × 3! × 5%

		

e así aparecen os números primos (lembra que estamos a considerar 1 como 
primo) 1, 2, 1 como expoñentes, e con estes están asociados os símbolos 1, =, 1 
no «dicionario», polo que a partir do número 90 podemos escribir correctamente 
a fórmula asociada con el, é dicir, a fórmula  

1	=	1.		

Con cada declaración no sistema, entón, está asociado un número. Do 
mesmo xeito, con cada proba podemos asociar un número. Unha proba, vista 
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formalmente, non é máis ca unha sucesión de afirmacións (onde cada afirmación 
segue das anteriores). Os números asociáronse con afirmacións, e, por tanto, a 
unha proba que consta, por exemplo, de tres sentenzas correspóndenlle tres 
números. Estes tres números pódense converter nun único número utilizando o 
método anterior e sempre será posible recuperar a parte constitutiva deste 
número; o único que temos que facer é descompoñelo nos seus factores primos. 

Supoñamos que un número moi grande aparece entre a lista de números 
asociados, que temos a paciencia de Xob para descompoñelo en factores primos 
e que obtemos, digamos:  

290	000	000	000	000	000	000 × 390	

En primeiro lugar podemos ver que os expoñentes non son números primos, 
polo que o número dado non corresponde a unha afirmación simple, senón a 
unha proba. A proba consta de dúas afirmacións, é dicir, as declaracións cuxos 
números asociados son os números 90	000	000	000	000	000	000  e 90  que 
aparecen nos expoñentes. Se descompoñemos estes dous números nos seus 
factores primos, podemos reconstruír as declaracións que lles corresponden. No 
primeiro hai dezanove ceros, de modo que este número é  

9 × 10%) = 3! × 10%) = 3! × 2%) × 5%),	

posto que 10 = 2 × 5. Ordenando as bases segundo o tamaño, temos  

2%) × 3! × 5%),	

así que os números que aparecen nos expoñentes son  

19,	2,	19.			

Os factores do segundo número xa nos son coñecidos,  

	90 = 	2% × 3! × 5%,	

polo que este foi construído a partir de 1, 2, 1.  
Mirando no dicionario, que copiamos aquí de novo, por comodidade: 
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1 ⋯ 1
= ⋯ 2
¬ ⋯ 3
+ ⋯ 5
⋮ ⋮ ⋮
𝑥 ⋯ 19
𝑦 ⋯ 23
⋮ ⋮ ⋮

	

podemos ler que os primeiros tres números, é dicir, 19, 2, 19, corresponden á 
fórmula  

𝑥 = 𝑥	

e os segundos tres números, é dicir, 1, 2, 1, corresponden á fórmula 

1	=	1.		
O que nos di a proba é: se para 𝑥 arbitrario temos 𝑥 = 𝑥, entón resulta que  

1	=	1.	

Trátase realmente dunha mísera proba pequena, mentres que o número 
asociado con ela era de tamaño astronómico. Podemos imaxinar o enorme que 
podería ser o número asociado coa proba dalgunha consecuencia. O punto esen-
cial, con todo, é que sabemos que hai un certo número definido asociado. Con 
este número, a proba pódese reconstruír (poida que non en toda unha vida, pero, 
polo menos, si, en principio). 

Este é un xeito de converter as fórmulas dun sistema en certos números natu-
rais. Pero para que serve todo isto? A metamatemática examina o sistema desde 
fóra; as súas declaracións tratan de fórmulas ou probas de tales e tales formas no 
sistema. Agora estas declaracións pódense transformar coa axuda do noso «dicio-
nario» para que se refiran a números naturais con tales e tales factores primos. 

Por exemplo, mentres a metamatemática está ocupada examinando as fór-
mulas do sistema que son expresables en función dos símbolos do sistema, toma 
nota de que as sucesións de símbolos  

1 = 1		
e 

¬(1 = 1)		

deben ser tratadas con bastante cautela, xa que unha é a negación da outra.  



III. AUTOCRÍTICA DA RAZÓN PURA 

298 

Xa vimos que a  
1 = 1		

lle corresponde  
2% × 3! × 5% = 90.	

Segundo o «dicionario» (e deixando de lado que as parénteses tamén son 
símbolos e que lles deberiamos asociar tamén algúns números), a sucesión 

3,	1,	2,	1	
é o que lle corresponde á fórmula  

¬(1 = 1)		

e, polo tanto, o número  
2" × 3% × 5! × 7%.		

Vexamos quen é este número. 

2" × 3% × 5! × 7% = 2 × 2 × 2 × 3 × 5<==>==? × 5<====>====? × 7

= 10 × 10 × 2 × 3 × 7 = 100 × 42 = 4200
	

Poñamos as descomposicións en factores primos unha a carón da outra: 

90 = 2% × 3! × 5%
4200 = 2" × 3% × 5! × 7%

	

Polo tanto, podemos reformular a afirmación metamatemática: «As sucesións 
de símbolos  

1 = 1		e	mais		¬(1 = 1)		

expresan unha o contrario da outra» do seguinte xeito:  
«90 e 4200 son números tales que a descomposición en factores primos do 
segundo comeza con 23, e os expoñentes dos números primos que veñen a 
continuación son os mesmos ca os expoñentes que aparecen na descompo-
sición en primos de 90». 
Na última frase non hai nin rastro de metamatemática, é simplemente unha 

declaración sobre números. O sistema considerado ten como obxectivo precisa-
mente formular declaracións sobre números. 
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Polo tanto, esta frase tamén se pode codificar mediante os símbolos do sistema 
considerado, e así non quedará ningunha palabra nela. Será unha sucesión 
ordinaria de símbolos na que nada indica que teña dúas interpretacións. Pero, 
de feito, ten dúas interpretacións diferentes: unha relativa á teoría de números, 
evidente se pensamos no significado dos símbolos, e outra relativa á afirmación 
metamatemática que encarna. 

Xogando con tales sucesións de símbolos, que teñen dúas interpretacións, e 
os números asociados, Gödel atopou un número (digamos que é, por exemplo, 
8000 millóns: en realidade coñecemos os seus factores primos, pero non chegaría 
unha vida enteira para calculalo) cunha interesante propiedade. Gödel observou 
que este número é capaz de dar a seguinte información. Expresando a afirmación 
matemática:  

«A	fórmula	correspondente	a	8000	millóns		
non	se	pode	demostrar	no	sistema».	

usando os símbolos do sistema, como fixemos coa frase anterior, ao examinarmos 
o número que lle corresponde consonte o dicionario, atoparemos, para o noso 
asombro, que este número é precisamente igual a 8000 millóns. Polo tanto, «a 
fórmula correspondente a 8000 millóns» afirma nun dos seus sentidos 
precisamente:  

«Eu	non	son	demostrable».	

Deixemos claro que non se trata dun xogo de palabras, nin de ningún tipo de 
sofisma. Estamos diante dunha fórmula común, completamente gris, sen dúbida 
unha sucesión de símbolos, como as outras. Só cando a interpretamos, coa axuda 
do noso «dicionario», nos decatamos da posibilidade da segunda interpretación, 
metamatemática. Co seu aspecto inocente ten un significado ben particular: 
«Non son demostrable».  

Non é de estrañar que esta fórmula sexa indecidible no sistema, malia expresar 
un enunciado inocente sobre a teoría de números, a través do seu outro 
significado. 

Se se puider demostrar, entón estaría en contradición coa súa propia interpre-
tación metamatemática: «esta fórmula non é demostrable». 
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Se, por outra banda, puidese ser refutada, entón esta refutación negaría a 
declaración metamatemática contida nela, polo que a negación sería certa: «esta 
fórmula é demostrable». 

Por iso, é imposible probala ou refutala. É indecidible. 
Hai que subliñar que, se non fose polo «dicionario», esta sería unha fórmula 

gris ordinaria do sistema; unha afirmación completamente anódina da teoría de 
números sobre sumas e multiplicacións. Gödel demostrou a existencia de 
fórmulas indecidibles deste tipo dentro de todos os sistemas. 

Non é imposible que a conxectura de Goldbach sexa unha destas fórmulas. 
Podería ser que a razón pola que non foi posible decidir o problema (nun xeito 
ou no outro) é que, se configurásemos un sistema de axiomas a partir de todas as 
ferramentas utilizadas por aqueles que tentaron resolver esta conxectura, podería 
ocorrer que a través do «dicionario» ouvísemos algo así como: «Non son 
demostrable dentro do sistema». O mesmo se pode aplicar a calquera outro pro-
blema que aínda non se resolveu. É unha posibilidade que non debe desbotar 
ninguén que traballe nun tal problema. 

Hai unha obxección á que debemos dar resposta. A culpa de todo isto non 
será debida á imperfección dos propios sistemas axiomáticos? Ao mellor, estes 
«problemas de Gödel» poderían decidirse se non nos restrinxísemos a ningún 
sistema axiomático particular. Pois claro que non! O matemático Church 
construíu un problema que non é decidible polos razoamentos matemáticos tal 
e como os entendemos hoxe, con independencia de se estes argumentos poden 
ser circunscritos a este ou aquel sistema axiomático. 

Chegados a este punto, debo parar de escribir. Achegámonos aos límites do 
pensamento matemático actual. A nosa época é unha época de concienciación 
crecente; neste aspecto, as matemáticas fixeron os seus deberes. Volvéronse 
conscientes dos límites das súas propias capacidades. 

Pero trátase de límites infranqueables? Se miramos a historia das matemáticas, 
observamos que, ata o día de hoxe, sempre conseguiron saír de calquera rúa sen 
saída na que parecían encerradas. A demostración de Church ten un aspecto que 
nos debe dar para reflexionar: habería que formular con exactitude cales son os 
«razoamentos matemáticos tal e como os entendemos hoxe» se queremos tratar 
esta cuestión por métodos matemáticos. No momento en que se formula algo, 
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xa está limitado. Cada valo inclúe un espazo angosto e os problemas indecidibles 
fan rebentar a cerca. 

O desenvolvemento futuro seguramente ampliará o marco, malia que aínda 
non vexamos como. A lección eterna é que as matemáticas non son algo estático, 
pechado, senón que están vivas, en continuo desenvolvemento. 

Por moito que intentemos confinalas nun conxunto de marcos preconcibidos, 
sempre atoparán o xeito de escapar, coa violencia que caracteriza aos organismos 
vivos. 
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DESPOIS DO USO  

Se te queres referir, por exemplo, á integral, no índice non atoparás máis que o 
título: «Moitos pequenos fan un grande». Por esta razón engadín aquí como post 
scriptum que conceptos matemáticos se atopan nos distintos capítulos. (Non te 
deixes intimidar!)  

 
PARTE I  
1 Sumar, multiplicar, exponenciar. 
2 O volume dun cubo. Representación gráfica de funcións. 
3 Sistemas de números. Regras de divisibilidade.  
4 Progresións aritméticas. Áreas de rectángulos e triángulos.  
5 Diagonais de polígonos convexos. Agrupamentos en parellas. A fórmula.  

Post scriptum: topoloxía, congruencia e semellanza, sólidos regulares.  
6 Combinacións. Indución matemática. O cadrado da suma de dous 

termos. 
7 Descomposición en factores primos. A distribución dos números primos. 

A lei dos números primos. 
8 Ecuacións. A imposibilidade de resolver ecuacións de quinto grao. Teoría 

de Galois.  
 
PARTE II 
9 Números negativos. Vectores. O principio de permanencia.  
10 Operacións con fraccións. Media aritmética. Conxuntos densos en todas 

as partes. O cardinal dos números racionais. 
11 A transformación de fraccións en decimais e viceversa. O principio de 

encaixamento. Series infinitas. 
12 Números irracionais. Teorema de Pitágoras. O cardinal dos números reais. 
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13 Táboas de logaritmos. Xeneralización do concepto de potencia. Curvas 
suaves. Hipérboles. Cero como divisor. 

14 O concepto xeral de función. Xeometría analítica.    
Post scriptum:  

a. Funcións circulares (senos e cosenos), aproximación de funcións 
periódicas.  

b. Xeometría proxectiva, invariantes.  
15 A recta do infinito. Números complexos. Relación entre as funcións 

circulares e a función exponencial. O teorema fundamental da álxebra. A 
expansión das funcións en serie de potencias.  

16 A dirección da tanxente. A derivada. Valores extremos. 
17 Integrais indefinidas e definidas. O cálculo de áreas. 
 
PARTE III  
18 A cuadratura do círculo. Números transcendentes. Os axiomas de 

Euclides. Xeometría de Bolyai. Diferentes tipos de xeometría. 
Post scriptum: a cuarta dimensión. 

19 A teoría de grupos. A teoría de conxuntos. Antinomías. Intuicionismo. 
20 Lóxica simbólica. 
21 A teoría de probas. Metamatemática. A proba da ausencia de contradición 

na teoría de números. A hipótese do continuo. 
Post scriptum: a axiomatización da análise. 

22 Problemas abertos e problemas abertos con limitación de medios. A 
cuestión dos chamados problemas indecidibles. 
 

 





 

 

 

rózsa péter

Nunha época de grandes convulsións políticas, Rózsa 
Péter (1905-1977) foi quen de superar os obstáculos 
que se lle puxeron no camiño e desenvolver unha ca-
rreira de éxito en matemáticas.

Naceu o 17 de febreiro de 1905 nunha familia xudía 
en Budapest, que daquela era parte do vasto e poderoso 
Imperio Austrohúngaro. Cando en 1922 deixou a escola 
para nenas Maria Theresia, o imperio derrubárase e 
Hungría estaba en plena tempestade política. Coma cen-
tos de compatriotas con nomes que soaban a alemáns, 
cambiou o Politzer natal por Péter, un apelido húngaro 
máis tradicional.

Fascinada pola ciencia na escola, comezou a estudar 
Química, pero as conferencias de grandes matemáticos 
da época, como Lipót Fejér e József Kürschák, descu-
bríronlle que a súa verdadeira vocación eran as matemá-
ticas e graduouse en 1927. Debido á pésima situación 
económica de Hungría tras a gran depresión de 1929, 
non puido conseguir ningún posto académico estable, 
polo que asumiu traballos como clases particulares a 
estudantes —entre outros, a Peter Lax, gañador do Pre-
mio Abel—. Ao mesmo tempo, comezou estudos de pos-
grao, primeiro centrouse na teoría de números e despois 
nos traballos de incompletitude de Kurt Gödel, en parti-
cular nas funcións recursivas.

Presentou esta investigación no International Con-
gress of Mathematicians (ICM) de 1932, en Zürich, 
e doutorouse en 1935. En 1951 publicou Rekursive 
Funktionen, o primeiro libro dedicado exclusivamente 
ao tema das funcións recursivas, que se establece, así, 
como un campo independente dentro das matemáticas. 

En 1939, cando a súa carreira comezaba a se 
desenvolver, o Goberno pronazi de Hungría aprobou leis 
antixudías que lle prohibiron ensinar e que mesmo a le-
varon a un breve confinamento no gueto de Budapest. 
Rózsa continuou o seu traballo de investigación durante 
toda a Segunda Guerra Mundial e foi nese período cando 
escribiu o libro Xogando co infinito.

Só cando rematou a guerra, en 1945, Rózsa conse-
guiu o seu primeiro posto de profesora na Facultade de 
Formación do Profesorado de Budapest. En 1952, con-
verteuse na primeira muller húngara en obter o título 
de Doutora Académica en Matemáticas. Tras o peche 
da facultade en 1955, foi designada profesora titular da 
Universidade Eötvös Loránd. 

Recibiu, entre outros, o Premio Kossuth do Goberno 
húngaro en 1953, o Premio Manó Beke da Sociedade 
Matemática János Bolyai en 1953 e o Premio Estatal, 
Grao de Prata (1970) e Grao de Ouro (1973). En 1973 
converteuse na primeira muller matemática membro da 
Academia de Ciencias de Hungría.

RÓZSA PÉTER



O xermolo deste libro son unhas cartas que Rózsa Péter lle escribira ao seu 
amigo dos círculos literarios de Budapest, o escritor Marcell Benedek, quen 
se lamentaba da súa nula formación matemática e de que, sen ela, sentía 
que a súa expresividade literaria era máis pobre.

Como se recolle no prefacio á primeira edición, o lado estético das 
matemáticas e a súa unidade foron temas recorrentes para ela. Con fre-
cuencia, unha idea ou técnica que o libro introduce nun contexto de forma 
inesperada reaparece máis adiante nun escenario diferente, transmitindo 
con eficacia a cohesión interna das matemáticas.

Con estilo literario, sen resultar técnica nin superficial, Rózsa Péter con-
segue falar con claridade sobre un amplo abano de temas, dende o proceso 
de contar ata os teoremas de Gödel e Church, sendo unha das primeiras 
—e, para moita xente, aínda unha das mellores— presentacións para un 
público xeral dos resultados de incompletitude de Gödel.

Trátase dun relato popular dos moitos conceptos matemáticos relacio-
nados co infinito, con numerosas ilustracións e exemplos que fan que todo 
o material sexa facilmente comprensible, e tanto o alumnado que se está 
iniciando nas matemáticas como a xente das humanidades e doutros cam-
pos atoparán o libro especialmente interesante.

Porén, a autora revisa moitos conceptos con total precisión: sistemas 
de numeración, progresións aritméticas, combinatoria, números primos, 
vectores, ecuacións, fraccións, series infinitas, números irracionais, loga-
ritmos, teorema de Pitágoras, xeometrías non euclidianas, integrais, cua-
dratura do círculo, números transcendentes, teoría de grupos, teoría de 
conxuntos, metamatemáticas e moito máis. O resultado é un libro orixinal 
de interese tamén para profesionais e profesorado de Matemáticas no que, 
oitenta anos despois, o amor de Rózsa Péter polas matemáticas e o desexo 
de compartir a súa beleza seguen brillando, alleos ao paso do tempo.
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